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Capitolul 1 


Integrale improprii 


1.1 Introducere 


Definiţia integrabilităţii Riemann a unei funcţii reale de o variabilă reală, 
mărginită, f : [a,b] — RR, ca limita finită a sumelor integrale Riemann 


CA(f, Erk) = 3 i (fi — £k-1), 


pentru lungimea, celui mai mare interval [£—1, 2] C [a,b] tinzând la zero, nu 
înglobează cazul când integrantul f este o funcție nemărginită sau intervalul 
de integrare [a,b] este infinit. 

Lungimea celui mai mare interval [£k—-1, 2] se notează cu ||A| şi se 
numeşte norma diviziunii 


A = {£0 = a, £1, Z2,- pl = b}, A e < Zk, k=l,n 


iar Ep € [£k—1, zk] se numesc puncte intermediare. 

Pentru ca funcţia reală mărginită f să fie integrabilă Riemann pe com- 
pactul |a, b] trebuie ca limita sumelor integrale Riemann pentru ||A|| — 0 să 
fie finită şi să nu depindă de alegerea punctelor intermediare. Această limită 
se numeşte integrala definită şi se notează cu simbolul 


| teda, 


a 
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deci putem scrie egalitatea 
b 
il f(z)dz = an m DAEN Tk — Tpk—1)- 


În fizica matematică se întâlnesc atât integrale din funcţii nemărginite 
cât şi integrale pe domenii de integrare nemărginite. 

Astfel de integrale se numesc integrale improprii. 

Pentru a defini aceste tipuri de integrale nu este suficient să aplicăm o 
trecere la limită întro sumă integrală Riemann ci este necesar să folosim o 
trecere la limită suplimentară, care să implice domeniul de integrare. 

Pentru aceasta, domeniul iniţial de integrare, unde definiţia integrabili- 
tăţii Riemann nu se poate aplica, se înlocuieşte cu un subdomeniu pe care 
funcţia să fie integrabilă Riemann. Apoi, acest subdomeniu se extinde până 
coincide cu domeniul iniţial de integrare. Limita integralei luată pe subdome- 
niu, când acest subdomeniu tinde să devină mulţimea iniţială de definiţie a 
funcţiei, se numeşte integrală improprie. 

Aceasta, este ideea generală pe care se bazează definiţia. integralelor im- 
proprii. 


1.2 Definiția integralei improprii 
Fie elementele a,b e IR cu proprietăţile —oo < a < b < +00 şi 


f:la,b)—R, (1.1) 


o funcţie integrabilă Riemann pe orice interval compact |a,t] C fa, b) şi ne- 
mărginită întro vecinătate a lui b dacă b € IR. 


Definiția 1.2.1 Limita în punctul t = b a funcției 
t 
Filat) R, FE= 1 f(æ)dz (1.2) 


se numeşte integrală improprie cu limita superioară de integrare 
punct singular şi se notează cu simbolul 


[rar (1.3) 
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Din această definiţie rezultă 


t 


f tod = limF(t) = lim | f(x)dz. (1.4) 


t—b t—b Ja 
Definiţia 1.2.2 Funcția f se numeşte integrabilă în sens generalizat 


dacă există şi este finită limita funcţiei F pentru t — b. 


Definiţia 1.2.3 Dacă funcţia (1.1) este integrabilă în sens generalizat, spu- 
nem că integrala improprie (1.3) este convergentă; dacă limita pentru t — b 
a funcției (1.2) este infinită sau nu există, integrala improprie (1.3) se nu- 
meşte divergentă. 


Definiţia 1.2.4 Prin natura unei integrale improprii se înțelege pro- 
prietatea sa de a fi convergentă sau divergentă. 


Observaţia 1.2.1 Fie a, e R astfel încât a < aı < b. Egalitatea 
t ai $ 
J haz = f fajde + f fede 


b b 

implică faptul că integralele improprii I f(x)dx şi I f(x)dx sunt simul- 
a ai 

tan convergente sau divergente. Astfel, când testăm convergenta integralei 


improprii (1.3), o putem înlocui prin integrala improprie 


T f(x)dx (1.5) 


În plus, dacă integrala improprie (1.3) este convergentă, legătura sa cu inte- 
grala improprie (1.5) este 


f Fod en EOLA F f Kojar, (1.6) 


iar din (1.4) şi (1.6) deducem 


lim i f(z)dz = 0. (1.7) 


a1 —b aı 
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Dacă f este o funcţie continuă şi nenegativă pe segmentul |a, b), atunci 
integralei improprii (1.3) i se poate da o interpretare geometrică. Considerăm 
regiunea Q a planului Ozy limitată inferior de segmentul fa, b), superior de 
graficul funcţiei f şi la stânga de segmentul închis paralel la axa Oy având 
extremităţile în punctele A(a,0) şi A'(a, f(a)). Definiţia măsurii sau a cara- 
bilităţii şi noţiunea de arie a unei figuri plane este inaplicabilă mulţimii 
Q deoarece aceasta este nemărginită. Un segment paralel cu extremitatea 
stângă a domeniului Q cu extremităţile în punctele M(t,0) şi Mt, f(t)) 
taie din Q trapezul curbiliniu AM M'A’ situat în stânga liniei considerate a 
cărui arie este integrala definită (1.2). Este natural să extindem noţiunea de 
carabilitate la domenii nemărginite dacă aria trapezului AM M'A tinde la o 
limită finită când t — b. În acest caz spunem că Q este carabil, iar limita de 
mai sus se numeşte aria domeniului Q. Această arie se exprimă prin integrala 
improprie (1.3). 

În mod analog se introduce integrala improprie cu limita inferioară punct 
singular. 


Definiţia 1.2.5 Simbolul 
b 
| ode (1.8) 


reprezintă notația pentru integrala improprie cu limita inferioară punct 
singular dacă funcția 


g : (a,b]| => R, —œ <a< b< +0 (1.9) 


este integrabilă Riemann pe orice compact |t,b] C (a, b| şi nemărginită când 
a€ hR. 


Definiţia 1.2.6 Funcția (1.9) se numeşte integrabilă în sens generalizat 
sau, altfel spus, integrala improprie (1.8) este convergentă dacă există şi 
este finită limita funcției 


b 
G: (ad) >R, G#)= f gla)dz (1.10) 
t 
pentru t — a. În acest caz, simbolul (1.8) reprezintă numărul real 
b b 
J glx)dxz = lim G(t) = lim g(x)dz. (1.11) 
a >a >a Jt 


Dacă funcția (1.10) nu are limită în t = a, sau limita (1.11) este infinită sau 
nu există, integrala improprie (1.8) se numeşte divergentă. 
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Pentru integrala improprie cu limita inferioară punct singular au loc rezul- 
tate analoage celor din (1.6) şi (1.7), adică dacă (1.8) este convergentă, atunci 


1 
integrala improprie g(z)dz este convergentă oricare ar fi a. € (a,b] şi: 


f soas = [toare + | star 


lim | g(z)dz = 0. 


a1—a Ja 


Definiţia 1.2.7 Simbolul matematic 


f hadr (1.12) 


se numeşte integrală improprie cu ambele limite de integrare puncte singulare 
dacă funcţia 

h:(a,b)— R, —0 <a < b< +œ (1.13) 
este integrabilă Riemann pe orice compact [u,v] C (a,b) şi nemărginită când 
cel puţin una din limitele de integrare este finită. 


Definiția 1.2.8 Funcția h din (1.13) este integrabilă în sens generalizat 
sau, integrala improprie cu ambele limite de integrare puncte singulare (1.12) 
este convergentă, dacă pentru o alegere oarecare a punctului c € (a,b) 
integralele improprii: 


I ie i Hoir (1.14) 


sunt convergente şi 


f “ae f “nada + f Eem 


Dacă cel puţin una din integralele improprii (1.14) este divergentă, atunci 
integrala improprie (1.12) este divergentă. 


Teorema 1.2.1 Integrala improprie (1.12) este convergentă dacă şi numai 
dacă limitele 


c t 
lim | h(x)dz, lim | h(x)dz (1.15) 


u>a Ju t—b Je 


există şi sunt finite. În acest caz, valoarea integralei improprii (1.12) este 


b t 
f h(x)dz = tim f h(x)dz. (1.16) 
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Demonstraţie. Integralele improprii (1.14) sunt convergente dacă şi numai 
dacă limitele (1.15) există şi sunt finite. Pe de altă parte 


f h(x)dz = f h(x)dz + ji h(x)dz. (1.17) 


Trecând la limită în (1.17) pentru u — a şi t — b, din notația 
c t t 
lim J h(z)dz + lim I (dr = lim Í h(zjdz 
u 9 ve tab YU 
şi Definiţia 1.2.8 rezultă concluziile teoremei. m 


Observaţia 1.2.2 Studiul integralelor improprii cu limita inferioară punct 
singular se reduce la studiul celor cu limita superioară punct singular. 


Intr-adevăr, funcţia 


f:[-b,—-a)> R,  —oo<-b<-as+to, f(z) = g(—) 


este integrabilă Riemann pe compactul |—b, —t] C [—b, —a) şi avem 


f ooa = f ouau = f Pdu (1.18) 


Trecând la limită pentru t — a în (1.18), găsim relaţia 


[dar = f" Fedr, 


care arată că integrala improprie cu limita inferioară punct singular din (1.8) 
este egală cu o integrală improprie având limita superioară punct singular. m 


Observaţia 1.2.3 Este posibil ca întro integrală improprie să existe şi alte 
puncte singulare nesituate în una sau ambele limite de integrare. Astfel, sim- 
bolul 


b 
l p(z)dz (1.19) 

a 
reprezintă o integrală improprie cu singularităţile în punctele co, ca, +*+, Cn, 


Cn unde 
—00 Sa = Co < C1 <- < Cn-1 < Cn = b < +00, 
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dacă funcţia reală de variabilă reală 


p: (a,b) \ (cu, C2, +t, Cn-1} > R 


este integrabilă pe orice compact inclus în oricare din intervalele (Ck—-1, Ck), 
k=l1,n. 


Dacă toate integralele improprii 


f“ Glad, k=l1,n 


sunt convergente, atunci integrala improprie (1.19) este convergentă şi 


f owa = NN p(z)dr. 


Ck—1 


Definiţia 1.2.9 Următoarele integrale improprii din funcții mărginite defi- 
nite pe intervale nemărginite: 


W f(x)dx; f f(x)dx; e f(x)dx (1.20) 


=o 
se numesc integrale improprii de prima speţă sau de tipul întâi. 


Conform Observaţiei 1.2.2, oricare din ultimele două integrale improprii 
(1.20) se reduce la una în care limita superioară de integrare este +00. 


Definiţia 1.2.10 Integralele improprii ale funcțiilor nemărginite definite pe 
intervale mărginite se numesc integrale improprii de a doua speţă sau de 
tipul al doilea. 


Aceste integrale au singularităţi finite situate în una sau ambele limite 
de integrare. Singularităţile, în număr finit, pot fi situate de asemeni în 
intervalul finit de integrare (a,b). 


Definiţia 1.2.11 Integralele improprii de forma (1.12) în care —o < a < 
b = +œ sau —œ = a < b < +œ se numesc integrale improprii de speța a 
treia. 


Observaţia 1.2.4 O integrală improprie de speța a treia este egală cu suma 
dintre o integrală improprie de prima speță şi o alta de speța a doua. 
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+00 
Exemplul 1.2.1 Integrala improprie de prima speţă | sin zdz este di- 
0 
vergentă. 
Într-adevăr, 
+00 t 
| sin zdz = lim 1 sin zdz = 1 — lim cost 
0 t=+ Jo t—+00 


Deoarece funcţia cosinus nu are limită în punctul de la infinit, rezultă că 
această integrală improprie de primul tip este divergentă. m 


Exemplul 1.2.2 Integrala improprie de primul tip cu ambele limite puncte 


singulare 
+00 1 d 
je: 1 + x2 L 


este convergentă şi valoarea sa este egală cu T. 


Într-adevăr, limita din (1.16) există şi este finită deoarece 


li VA : dx = lim (arctgt tgu) = (—2)=7 
pari — T z2 — — — — j A 
„m S dr = lim (arctg arctg u 7 7 


t—-+oo 
Prin urmare, această integrală improprie este convergentă şi valoarea sa 


este T. m 


Exemplul 1.2.3 Integrala improprie de speța a doua cu ambele limite punc- 
te singulare 


1 1 
Pe 
—1 | — 2 
este convergentă, iar valoarea sa este T. 
Intr-adevăr, 


T 
lim (arcsin t — arcsin u) = g (=>) =T. 


t—l1 


T 
2 
Acest rezultat, împreună cu Teorema 1.2.1, demonstrează că integrala im- 
proprie considerată este convergentă şi are valoarea 7. L] 


In exemplele următoare sunt prezentate integrale improprii utilizate în 
criteriile de comparaţie pentru testarea naturii unor integrale improprii. 
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Exemplul 1.2.4 Integrala improprie de prima speță 


Ia) = m Ciy (1.21) 


ge 


unde C € IR şi a > 0 sunt constante date, este convergentă pentru a > 1 şi 
divergentă pentru a < 1. 


Intr-adevăr, avem 


t 
o C In —, pentru & = 1 
a 
I —da = 
a Xe pl-a Zs ate 
Geaa pentru azil 
—a 
Şi prin urmare, 
ala 
tC C ——, pentru a>l 
I(a)= lim —dz = a-l 


+00, pentru a< 1. 


Rezultatele găsite arată că integrala improprie considerată este conver- 
gentă pentru a > 1 şi divergentă pentru a < 1, iar când este convergentă, 


valoarea integralei este ————. m 
(a — 1)al-e 


Exemplul 1.2.5 Integralele improprii de speța a doua: 


TE = | gyi Da -| gyt (1.22) 


—z z —a)* 


prima cu limita superioară punct singular, iar a doua cu singularitatea în 
limita inferioară, sunt convergente pentru a < 1 şi divergente dacă a > 1. 


Intr-adevăr, din 


1 1 1 
[| adr = Egee GB) dacă a#l1 
a (b — z)e 


— In (b — t) + In (b — a) dacă a=1, 
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prin trecere la limită pentru t — b, obţinem 


1 1 


. „dacă <1 
t 1 l-a (b-a)! ia io 


+00, dacă a> 1, 


rezultat care demonstrează, afirmaţiile referitoare la prima integrală. 
In mod similar se deduce 


+00, dacă a>1 


lim PET iul = 1 1 fi i 
u>a Ju (1 —a)* . ; ă < 
I-a poa Mn 


Din cele deduse mai sus rezultă că în cazul a < 1, ambele integrale (1.22) 
sunt convergente, iar valorile lor sunt 


1 1 


L(a) = kla) = rate 


Pentru a > 1, ambele integrale sunt divergente. E 


1.3 Formula Leibniz-Newton 


Teorema 1.3.1 Dacă funcția f : [a,b) — IR, integrabilă Riemann pe orice 
compact |a,t] C |a,b), admite o primitivă continuă ® : |a, b) — IR pentru 
care există limita în t = b, atunci integrala improprie (1.3) este convergentă 
şi valoarea sa este 


f od = lim (t) — (a) = S(b) — (a). (1.23) 


Demonstraţie. Din ipotezele teoremei rezultă că pe orice compact |a, t] C 
la, b) are loc formula Leibniz-Newton de calcul a unei integrale definite 


= (t) — (a), tela,b). (1.24) 
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Din (1.24) şi (1.4) rezultă că integrala improprie (1.3) este convergentă 
dacă şi numai dacă există şi este finită limita în t = b a funcţiei ®. Dacă se 
introduce notația 


P(b-—0), dacă ben, 
lim b(t) = (b) = 


t—b 


(+00), dacă b=-+oo, 


rezultă că pentru calculul unei integrale improprii cu limita superioară punct 
singular se poate utiliza formula (1.23) care se numeşte formula Leibniz- 
Newton pentru calculul integralelor improprii. E 


Formule analoage se pot scrie şi pentru integralele improprii cu limita 


inferioară punct singular sau cu ambele limite de integrare puncte singulare. 


co d 
Exercitiul 1.3.1 Să se studieze integrala improprie 1 TEOR 
2 %?—2r+2 


Soluţie. O primitivă a funcției 


1 


PAF 2,00) > R, AC ee e TE 


este funcţia 
9:[2,00)— R, P(x) =arctg(r — 1). 


Această funcţie are limită în +00 şi limita (o0) = =: Conform Teoremei 


1.3.1, rezultă că valoarea integralei improprii este 


oo dr T 
— = 0 — (2) = — — 
] x? — 27 +2 (2%) (2) 2 


AIN 


1.4 Proprietăți ale integralelor improprii 


Având în vedere (1.4), deducem că proprietățile integralelor improprii decurg 
din cele ale integralelor definite. 


Teorema 1.4.1 Mulțimea funcțiilor integrabile în sens generalizat pe |a, b) 
este un spațiu liniar real. 
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Demonstraţie. Fie fı : [a,b) > R şi f2 : [a,b) — IR funcţii integrabile în 
sens generalizat şi A+, A2 numere reale arbitrare. Pe compactul fa, t] C [a,b) 
are loc egalitatea 


[ou ES) | fe Aa T Pai. 


Trecând la limită în această egalitate, constatăm că funcţia Afi + A2f2 : 
la,b) — IR este integrabilă în sens generalizat şi valoarea integralei improprii 
a acestei funcții pe intervalul fa, b) este 


b b b 
[Oih + ofoar => | hlade +> f fale)az. 


Acest rezultat demonstrează teorema. m 


Teorema 1.4.2 Dacă integralele improprii cu limita superioară punct sin- 
gular 


j "E f pii (1.25) 


sunt convergente şi 


falx) < falx), TE la, b), (1.26) 
atunci are loc inegalitatea 
b b 
[| heds < f haz. (1.27) 


Demonstraţie. Inegalitatea (1.26) şi o proprietate a integralei definite im- 
plică 


T fi(a)dz < f f-(z)dz, 


de unde, după trecerea la limită pentru t — b şi folosirea faptului că inte- 
gralele improprii (1.25) sunt convergente, rezultă (1.27). = 


Teorema 1.4.3 Dacă una din integralele improprii (1.25) este convergentă 
şi cealaltă este divergentă, suma lor este divergentă. 


Demonstraţie. Presupunând prin absurd că suma integralelor improprii 
(1.25) este integrală improprie convergentă, conform Teoremei 1.4.1, diferen- 
ţa dintre această sumă şi integrala improprie convergentă este o integrală 
improprie convergentă, fapt ce contrazice ipoteza. B 
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Observaţia 1.4.1 Dacă integralele improprii (1.25) sunt divergente, suma 
lor poate fi o integrală improprie divergentă sau convergentă. 
Într-adevăr, integralele improprii de speța întâi: 
+00 1 +oo —] 
ii dz; T da 
o Pl 0 ez 


sunt divergente dar suma lor 
+00 1 +00 1 +œ —] 
. Ru 
J, Pr do aa do aaar 
este convergentă căci 
+00 1 t 1 t 1 
dp = li A d -f iis 
/ PE” im (J de or+2 z) 


+ Int t+1 
= lim (m )] = lim ln +ln2 = In2, 
t—=+o + 2710 t=-+o t+2 


valoarea sa fiind In 2. z z 
Considerând integralele improprii i sin? zdz şi A cos? zdz, ambele di- 
vergente după cum se constată simplu folosind Definiţia 1.2.2, suma lor, 
i dz, este o integrală improprie divergentă. 
° Prin urmare, suma a două integrale improprii divergente poate fi sau o 
integrală improprie convergentă sau una divergentă. E 


1.5 Reducerea integralelor improprii la şiruri 
şi serii numerice 


Convergenţa unei integrale improprii cu limita superioară punct singular se 
poate reduce la convergenţa unui şir numeric sau a unei serii de numere reale. 
Pentru aceasta este suficient să aplicăm definiţia cu şiruri a limitei în punctul 
t = b a funcţiei 


ra= | Ada (1.28) 


de a cărei valoare depinde natura integralei improprii cu limita superioară 
punct singular 


I f(x)dz. (1.29) 
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Observaţia 1.5.1 Reamintim că funcţia F(t) are limită finită în punctul 
t = b dacă şi numai dacă oricare ar fi şirul de numere reale (tn)n>0, cu 
proprietățile 

to=a, a< bib, „ln fi (1.30) 


şirul numeric (F (tn)) are limită finită şi această limită nu depinde de alegerea 
şirului (tn). 


Teorema 1.5.1 Integrala improprie (1.29) este convergentă dacă şi numai 
dacă pentru orice şir de puncte (tn)n>0, cu proprietăţile (1.30), şirul numeric 


g fede), (1.31) 


este convergent la aceeaşi limită finită. Dacă integrala improprie (1.29) este 
convergentă, limita şirului de numere reale (1.31) este egală cu valoarea in- 
tegralei improprii. 


Demonstraţie. Termenul general al şirului (1.31) este valoarea în t, a func- 
tiei F din (1.28). 
Concluziile teoremei rezultă din Observaţia 1.5.1. E 


Observaţia 1.5.2 Termenii şirului (1.30) sunt sumele parțiale ale seriei nu- 
merice 


2N f(æ)dz. (1.32) 


Teorema 1.5.2 Condiţia necesară şi suficientă ca integrala improprie cu 
limita superioară punct singular (1.29) să fie convergentă este ca pentru orice 
alegere a şirului de puncte (1.30), seria numerică (1.32) să fie convergentă, 
iar suma sa să fie independentă de alegerea particulară a şirului. Dacă inte- 
grala (1.29) este convergentă, atunci valoarea sa este suma seriei (1.32). 


Observaţia 1.5.3 Dacă funcția f schimbă de semn de o infinitate de ori pe 
intervalul |a, b), convergența seriei numerice (1.32) pentru o anumită alegere 
a şirului de puncte (1.30) nu implică, în caz general, convergenta integralei 
improprii (1.29) cu limita superioară punct singular. 
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Într-adevăr, integrala improprie de speța întâi din Exemplul 1.2.1 este diver- 


gentă deşi seria 
+ p2r(n+1) 
] sin xdg 
2 


n=0 Enn 


este convergentă deoarece toţi termenii sunt egali cu zero. EI 


Teorema 1.5.3 Integrala improprie cu limita superioară punct singular a 
unei funcţii f : |a,b) — IR care păstrează semn constant pe |a,b) este con- 
vergentă dacă şi numai dacă seria numerică (1.32) converge pentru cel puţin 
o alegere a unui şir monoton crescător de tipul (1.30). 


Demonstraţie. Prima parte a teoremei rezultă din teorema precedentă. 

Să demonstrăm că are loc şi reciproca teoremei. 

În acest sens să presupunem că f(x) > 0 pentru toate valorile lui x € [a, b) 
şi că seria numerică (1.32) este convergentă pentru un şir de puncte monoton 
crescător de tipul (1.30). Atunci şirul sumelor parţiale al seriei este monoton 
crescător şi tinde la o limită finită J care este suma seriei. 

Vom demonstra că pentru orice altă alegere a şirului de puncte 

(fie to=a, a<t, <b, lim tb, 


m— +00 


seria numerică corespunzătoare 


5 J f(z)dz (1.33) 


este convergentă şi suma sa este egală cu J. 

Pentru a demonstra aceasta vom folosi sumele parțiale ale seriilor (1.32) şi 
(1.33). Deoarece J este totodată limita superioară a şirului sumelor parţiale 
ale seriei (1.32), rezultă că pentru orice e > 0 există tn, astfel încât să aibă 
loc inegalitatea 


tn 
J-e< f ° f(xjde < J. 
Să alegem numărul natural my astfel încât pentru toţi m > mo să fie sat- 


isfăcută inegalitatea t,, > tn. Apoi, pentru orice t, există tn, > t, şi prin 
urmare, inegalitatea 


J—e< e f(x)dx < J f(z)dz < f(x)dx < J 
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are loc pentru toţi m > my, deoarece f este funcţie nenegativă. In consecinţă 


li frs d J. 

im xdr = 

m—>+% Ja F( ) i 

care, în baza 'Teoremei 1.5.1, arată că integrala improprie cu limita supe- 
rioară punct singular a unei funcţii pozitive pe intervalul de integrare este 
convergentă. m 


Exemplul 1.5.1 Integrala improprie. | f(z)dz, unde 
1 


1 
2” pentru MERS oa n € IN” 
f(z) = j (1.34) 
0 pentru Rh TSERE n € IN* 


este convergentă şi are valoarea 1. 


Soluţie. Aplicând Teorema 1.5.3 pentru alegerea lui t, = n, găsim 


+00 FO pn+l 
1 f(x)dx = BF Fe (e ela = Y —=1 
1 n=1 IN Da 
ceea, ce arată că integrala improprie de speța întâi 


[7 toas, 


unde f este funcţia (1.34), este convergentă şi are valoarea 1. fs] 


Observaţia 1.5.4 Exemplul de mai sus arată că chiar dacă funcția f este 
nenegativă faptul că integrala improprie de prima speță 


[noa 


este convergentă nu atrage că f(x) — 0 când z — +00. 


Întradevăr, folosind criteriul de nonexistenţă a limitei unei funcţii întrun 
punct, rezultă că că funcţia definită prin (1.34) nu are limită în punctul de 
la infinit. E 
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1.6 Criteriul integral al lui Cauchy 


Teorema 1.6.1 Dacă funcţia f : [1, +20) — R, integrabilă Riemann pe 
orice compact |l,t] C [1,00), este pozitivă şi descrescătoare, atunci seria 
+00 +00 

5 f(n) şi integrala improprie de speța întâi A f(x)dx au aceeaşi natură. 
n=l 1 

Demonstraţie. Deoarece f este funcţie descrescătoare pe intervalul |1, +00) 


avem 


f(k+1)< f(x) < f(k), ze lk,k +1], ke N* 
şi deci, după integrarea pe compactul [k, k + 1], 


ERIS js fizdz < f(k), ke N". (1.35) 


Sumând inegalităţile (1.35) după k = 1,n, obţinem 
n n+1 n 
SEs fede < SI) 
k=1 1 k=1 
adică, 
n+1 
sm1 FD < | Po) < sn, (1.36) 


n 
unde sn = No f(k) este suma parțială de ordin n a seriei numerice 
k=1 


5 f(n). (1.37) 


Din (1.36) rezultă că şirul sumelor parţiale (sn) a seriei (1.37) este măr- 
ginit dacă şi numai dacă şirul de puncte 


( " f(æ)dx) (1.38) 


este mărginit. Fiind şi monoton crescător, rezultă că girul (s,) este con- 
+00 

vergent, adică seria numerică 3 f(n) este convergentă dacă şi numai dacă 
n=l 

şirul (1.38) este convergent, adică dacă şi numai dacă integrala improprie de 


+00 
primul tip I f(x)dx este convergentă. E 
1 
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Exemplul 1.6.1 Seria numerică cu termeni pozitivi 


5 : 
VU, 
A ML 


este convergentă pentru a > 1 şi divergentă pentru a € (0, 1]. 


Soluţie. Se aplică criteriul integral al lui Cauchy, unde funcţia f este 


(a) = 


„a>0, ze |2, +00). 


n“ x 


Integrala improprie de care avem nevoie pentru a aplica criteriul este 


A oo _ = [Sta (În 2) = f7 du 
2 ui z ln? x m2 ue 
Ultima integrală este de tipul (1.21) în care a = ln 2 şi C = 1. Prin urmare, 
integrala este convergentă pentru a > 1 şi divergentă când a < 1. Conform 


criteriului integral al lui Cauchy, seria este convergentă pentru œ > 1 şi 
divergentă pentru a € (0, 1]. E 


1.7 Metode de calcul ale integralelor impro- 
prii 

Plecând de la observaţia că o integrală improprie se defineşte ca limită a 

unei integrale definite şi că pentru calculul acesteia din urmă se pot utiliza 

metode ca schimbarea de variabilă şi integrarea prin părţi, este natural să 


punem problema dacă aceste tehnici de calcul nu sunt aplicabile şi integralelor 
improprii. 


1.7.1 Schimbarea de variabilă în integrala improprie 


Teorema 1.7.1 Dacă f : [a,b) > R, —œ <a < b< +o, este o funcție 
integrabilă Riemann pe orice compact |a, t| C [a,b) şi 


T= zxz=ọ(T)ER, rela,B), —œ<a < 8< +o, 


Capitolul 1 — Integrale improprii 27 


este o funcție strict crescătoare cu derivată continuă pe |a, B) care satisface 
condițiile: 


a=p(a); lim p(7) =b, (1.39) 


atunci integralele improprii: 


[razi | IOa 


au aceeaşi natură. Dacă una din ele este convergentă, atunci are loc egalitatea 


[rar = | Hot) dar 


care se numeşte formula schimbării de variabilă în integrala impro- 
prie. 


Demonstraţie. Fie t € [a,b) şi u = p 1!(t). Ţinând cont că intervalul 
compact |a, u] C [a, 3) este corespondentul prin aplicaţia p! a compactului 
la,t] C |a,b), prin aplicarea formulei schimbării de variabilă în integrala 
definită, obţinem 


[Fede = | Hot) par (1.40) 


Din proprietăţile funcţiei p rezultă că 
lim p (6) =p: (1.41) 
Definiţia integralei improprii şi egalităţile (1.40), (1.41) demonstrează teo- 
rema. = 
Observaţia 1.7.1 Teorema se extinde uşor la celelalte tipuri de integrale 


improprii prezentate în primul paragraf. 


Observaţia 1.7.2 Funcția y care realizează schimbarea de variabilă întro 
integrală improprie poate fi strict descrescătoare, derivabilă şi cu derivată 
continuă pe (a, 3]. In acest caz, condiţiile (1.39) devin 


a = p(6); lim e(7)=b, 


iar formula schimbării de variabilă. este 
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Observaţia 1.7.3 Este posibil ca în urma unei schimbări de variabilă o in- 
tegrală improprie să treacă întro integrală proprie şi reciproc. 


Exemplul 1.7.1 Să se calculeze integrala 


1 cos (y arcsin z) 


A! Vl — zr? 


unde y este un număr real pozitiv. 


D= dr, 


Soluţie. Pentru fiecare y > 0, funcţia 


cos (y arcsin x) 


Vl — zr? 


este continuă, ca atare este integrabilă Riemann pe orice compact [u,t] C 
(—1, 1) şi putem spune că T este o integrală improprie cu ambele limite de 
integrare puncte singulare. Funcţia 


f:(—1,1)—> R, f(z) = , z E€ (—1,1), 


p : (—r/2,T/2)— (—1,1), z= (T) =sinr 


satisface condițiile cerute de formula schimbării de variabilă în integrala im- 
proprie, iar 
lim (r)=-—1, lim ọ(r)=1. 


7——n/2 T>T/2 


Aplicarea formulei schimbării de variabilă conduce la 


7 1 cos (y arcsin z) d o d T 2 TY 
= zr = cos yT dT = = sin yT = -sin —. 
-1 vyl-—r? -7/2 4 Y 7 -7/2 y 2 


Schimbarea de variabilă folosită a transformat integrala improprie cu am- 
bele limite de integrare puncte singulare în integrală definită (proprie). m 


Exemplul 1.7.2 Să se calculeze integrala definită 


27 dr 
0 sin g + cost g 
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T 
Soluţie. Deoarece integrantul este funcție periodică de perioadă z avem 


3 da 3 
J=4 | = | faar. 1.42 

o sintz+costr Jo fade (1e 
Efectuăm schimbarea de variabilă tg z = r. Prin urmare, functiile p şi y’ 


sunt 
1 


IF 
Prin această schimbare de variabilă, intervalul finit de integrare [0, 3] se 
transformă în intervalul infinit [0, +00) şi 


p,p : [0, +œ) — R, p(7)=arctgr, p(T) 


T? 1+rT 


= ai fel) p(n) = 4 


2 
cos? z = T. sin? x 
I+7 


Folosind schimbarea de variabilă menţionată, integrala proprie (1.42) 
devine integrala improprie de speța întâi dintr-o funcţie raţională 


1+ ri 


+œ | + 72 
i= af T d. (1.43) 
0 


Funcția de integrat din (1.43) se descompune în fracțiile simple 


4(1+7°) 2 2 


1+7t AETV PAVEL 


iar aceste fracții simple admit ca primitive funcțiile 


24/2 arctg (TV2 + 1), 2V2arctg (TV2 — 1) 


care au limite finite în 7 = +00 şi fiecare din aceste limite este egală cu 3. 
Prin urmare, aplicând formula Leibniz-Newton (1.23), se găseşte că val- 
oarea integralei proprii J este J = tv8. E 


Observaţia 1.7.4 Studiul naturii unei integrale improprii pe un interval 
mărginit dintr-o funcţie nemărginită (integrală improprie de speța a doua) se 
reduce la studiul naturii unei integrale improprii pe un interval nemărginit. 


Intr-adevăr, schimbarea de variabilă 


_br+a 


z= pl 7 => roi) 
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efectuată, în integrala improprie de speța a doua cu limita superioară punct 
singular din funcţia f conduce la integrala improprie de speța întâi 


b to „rbr+a dT 
| far = 0-0] AC 


fapt care este evident. 
Conform acestei observaţii, mai departe se pot studia doar integralele 
improprii de speța întâi. E 


1.7.2 Integrarea prin părți în integrala improprie 
Teorema 1.7.2 Dacă funcțiile 
u,v : a,b) > R, —œ <a < b< +o, 


admit derivate continue pe |a, b), iar limita lim u(x)v(z), notată cu 


o” AE pe 


lim u(x)v(x) = u(b)u(b), 


r—b 


există şi este finită, atunci integralele improprii 


f u(x)u (ada, fi u' (xju(x)dz (1.44) 


au aceeaşi natură. Dacă una din integralele (1.44) este convergentă, atunci 
are loc egalitatea 


f ewa) = uļ(xrw(s)| — [notar (1.45) 


care se numeşte formula integrării prin părţi în integrala improprie. 


Demonstraţie. În ipotezele teoremei, are loc formula integrării prin părţi 
pe compactul |a, t] C [a, b) 


— je u'(xju(x)dz. (1.46) 


Trecând la limită pentru t — b în (1.46), rezultă că integralele improprii 
(1.44) au aceeşi natură şi, în plus, are loc (1.45). E 
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Exercitiul 1.7.1 Să se calculeze următoarele integrale improprii de speța a 
doua 


T/2 T/2 
I i! lnsin gdz, J >l In cos zdz. (1.47) 
0 0 


Soluţie. Prima integrală are limita inferioară punct singular iar cea de a 
doua are singularitatea în limita superioară, ambele singularităţi fiind înţelese 
în sensul că funcţia de integrat este nemărginită în vecinătăţi ale acestor 
limite de integrare. 

Integrarea prin părţi a primei integrale conduce la 


T/2 f T/2 a 
| ln sin zdz = -f — drz. (1.48) 
0 o tgr 


De remarcat că integrala din membrul doi al relaţiei (1.48) este proprie 
căci funcţia de integrat = este continuă pe intervalul (0, 7/2) şi are limite 
z 


finite în extremităţi, deci este prelungibilă prin continuuitate la compactul 
[0,7/2]. Acest rezultat arată că integrala improprie I este convergentă. La 
fel se demonstrează că şi J este integrală improprie convergentă. 

Integralele Z şi J sunt egale deoarece după efectuarea substituţiei z = 
n /2 —t în prima integrală se obţine cea de a doua integrală. Apoi, 


T/2 in 2 T/2 
2] =I1+J Za) In 1e i In 2 4 f ln sin 2zdrz. (1.49) 
0 0 


Efectuând schimbarea de variabilă 2x = u în ultima integrală din (1.49), 
obţinem 


7/2 1 øT 
I In sin 2rdz = | In sin udu. (1.50) 
0 0 


Pe de altă parte, proprietatea de aditivitate în raport cu intervalul de inte- 
grare a integralei definite conduce la 


T T/2 T 
] In sin udu ag Insinudu + f ln sin udu. (1.51) 
0 0 T/2 


Dacă în ultima integrală din (1.51) efectuăm schimbarea de variabilă u = 
T — z, găsim 


T 0 7/2 
f In sin u du = -f ln sin zdz = A In sin zdz = I. (1.52) 
T/2 T/2 0 
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Din (1.49), (1.50) şi (1.52) deducem 
2I = 1 2in2 
2 
din care, ţinând cont şi de faptul că I = J, avem în final 


r/2 , 7/2 T 
J lnsingdz = f In coszdr = S5 In 2. (1.53) 
0 0 


y aiy ; T 
Aşadar, valoarea comună a celor două integrale considerate este 3 In 2. m 


Exerciţiul 1.7.2 Pornind de la integrala I din (1.47) şi folosind cele două 
metode de calcul ale integralelor improprii, să se determine valoarea integralei 


1 arcsin £ 
dx 
0 T 


Soluţie. Schimbarea de variabilă sin z = t în integrala 7 din (1.47) arataă 
că 


7/2 
] insinzdr = | pi = | (mt)(ercsin t'at, 


iar integrarea prin părţi în ultima integrală conduce la 


1 arcsin t 


= (Int) (arcsin t) — | dt. (1.54) 


0 


f nt dt 
o yl- 
Folosind (1.53) şi (1.54) se găseşte 


1 int 
f arcsin P T iga: 
0 t 2 


cu mențiunea că integrala a cărei valoare am determinat-o este proprie, sin- 


; RR ORI 5 ; og arcsin t 
gularitatea în origine fiind aparentă deoarece funcţia continuă t — > 


t € (0, 1] poate fi prelungită prin continuitate la compactul [0, 1]. E 
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1.8 Testul lui Cauchy de convergenţă a inte- 
gralelor improprii 


Convergenţa unei integrale improprii cu limita superioară punct singular 


[near = lim F(t) = lim ' f(x)dz (1.55) 


t—b Ja 


este echivalentă cu existența limitei în punctul t = b a funcţiei F. Conform 
teoremei Bolzano-Cauchy, care asigură existenţa limitei finite într-un punct 
de acumulare a domeniului de definiție a unei funcții reale de variabilă reală, 
funcţia F are limită finită în punctul t = b dacă şi numai dacă pentru orice 
e > 0 există b(e) € [a, b) astfel încât 


FE) — FE) <e (V) ve (b(e),b) şi (v)t'e(b(2),b). (1.56) 
Teorema 1.8.1 (Testul lui Cauchy de convergenţă al unei integrale 
improprii cu limita superioară punct singular) Integrala improprie 


(1.55) este convergentă dacă şi numai dacă pentru orice e > 0 există b(e) e 
la, b) astfel încât inegalitatea 


y! 
pi f(æ)dz| < € (1.57) 
t’ 
are loc pentru orice t',t” e (b(e),b). 


Demonstraţie.  Convergenţa integralei improprii (1.55) este stabilită de 
comportarea valorilor funcţiei 


Bild 230080 F(t) = | fade (1.58) 


în vecinătatea punctului t = b. Aplicând teorema lui Bolzano-Cauchy în care 
funcţia F este (1.58), din (1.55) şi (1.56) rezultă concluzia teoremei. E 


Observaţia 1.8.1 Inegalitatea (1.57) este echivalentă cu condiția 


lim f(x)dx = 0. (1.59) 


34 Ion Crăciun 


Exercitiul 1.8.1 Folosind testul de convergenţă al lui Cauchy să se demon- 
streze că integrala improprie de speța întâi cu limita superioară punct singular 


+00 gj 
rs 1 STT qir (1.60) 
(0) T 


este convergentă. Această integrală se numeşte integrala lui Dirichlet. 


Soluţie. Să remarcăm întâi că singularitatea în limita inferioară a acestei 
integrale este aparentă căci funcţia 
sin £ 


fi: (0, +œ) > R, f(x) = a 0, (1.61) 


poate fi prelungită prin continuitate luând pe 1 ca valoare în z = 0 a funcţiei 
f, prelungirea prin continuuitate a funcției fı. Valoarea în z = 0 a funcției 
f este limita în origine a funcţiei fı din (1.61). 

Atunci funcţia 


sin % 


pentru x >0, 
f: [0,+œ)—> R, f(x) = 
1 pentru x=0 


este continuă pe întreg domeniu de definiție deci se poate vorbi de integrala 
improprie (1.60). 

Evaluarea integralei de tipul (1.59) folosind metoda integrării prin părţi 
conduce la 


t sing cost cost” t" cos 
f dz = ae J E dz. 
t £ t t pd 
Prin urmare, 
t sing 1 1 t” | cosg 
| da! i oz a | i: | laz < 
t! £ tv t r? 
1 1 t da 2 2 
<3+53+| |< +0 
S +" Y 2 =at 4” 


pentru t = +o şi t” — +oo. Deci, în baza părţii a doua a testului lui Cauchy 
de convergenţă a unei integrale improprii, integrala improprie de speța întâi 
(1.60) este convergentă. Mai târziu vom vedea că valoarea integralei lui 
Dirichlet este J E 
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De remarcat că aplicarea testului lui Cauchy la o integrală improprie 
concretă. este laborioasă, în schimb, în multe aplicaţii, acest test este folosit 
pentru stabilirea unor condiţii suficiente (criterii) de convergenţă. 

Criteriile de convergenţă pe care le vom demonstra se vor referi la in- 
tegrale improprii cu limita superioară punct singular, şi aceasta pentru că 
studiul oricărui alt tip de integrală improprie, printr-o schimbare de variabilă 
adecvată, se reduce la studiul uneia cu singularitatea în limita superioară. 

Înainte de a trece la prezentarea acestor criterii vom introduce noţiunea 
de integrală improprie absolut convergentă care este asemănătoare noţiunii 
de serie numerică absolut convergentă. 


1.9 Integrale improprii absolut convergente 


Definiţia 1.9.1 Fie f : [a,b) — IR o funcție integrabilă în sens generalizat 
pe intervalul |a,b) şi integrala improprie cu limita superioară punct singular 


a f(x)dz. (1.62) 


Integrala improprie (1.62) se numeşte absolut convergentă dacă integrala 
improprie 


UOL (1.63) 


este convergentă. 


Teorema 1.9.1 Dacă integrala improprie (1.62) este absolut convergentă, 
atunci ea este convergentă. 


Demonstrație. Într-adevăr, integrala (1.63) fiind convergentă, rezultă că 
pentru £ > 0 există b(e) astfel încât să avem 


p f(o)ldz] < e, (V) t,t" > ble). (1.64) 


Insă, întotdeauna avem 


MOZETE] (1.65) 
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Inegalităţile (1.64) şi (1.65) implică 


fi f(x)dx] < fi: f(a)ldz| < e (i >w(e). 


Fiind îndeplinite condiţiile testului lui Cauchy pentru integrala improprie 
(1.62), aceasta este convergentă şi teorema este demonstrată. E 


Observaţia 1.9.1 Convergența integralei improprii (1.62) nu implică con- 
vergența absolută a sa, cu alte cuvinte reciproca Teoremei 1.9.1 nu este 
adevărată. 


Pentru a justifica această afirmaţie este suficient să dăm un exemplu. Fo- 
losind testul de convergenţă al lui Cauchy s-a demonstrat că integrala im- 
proprie de speța întâi (1.60) este convergentă. Demonstrăm că integrala 


modulului | | 
+o | sinx 
p lia 
0 z 
este divergentă. Pentru aceasta este suficient să arătăm cà seria numerică 


Fo pr(n+1) |ai 
VA iasa e (1.66) 


n20I7n IX 


este divergentă fapt ce se poate constata prin aplicarea criteriului de compa- 
raţie pentru seriile numerice cu termeni pozitivi. Intradevăr, pentru n > 1, 
avem 


r(n+1) | sin z| 1 
i dr > ———— 
mn z r(n+ 1) 


r(n+1) 
J sin zda| = (1.67) 


n 


2 
r(n+1) 


iar seria, numerică cu termeni pozitivi 
Den Di (1.68) 


d Tet ; ; ; 2 

este divergentă deoarece diferă de seria armonică prin factorul constant —. 

T 
Divergenţa, seriei numerice (1.68) şi inegalitatea (1.67), împreună cu cri- 
teriul de comparație pentru seriile numerice cu termeni pozitivi, atrage di- 
vergența seriei numerice (1.66). = 
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Definiţia 1.9.2 Integrala improprie (1.62) se numeşte semiconvergentă 
sau simplu convergentă dacă ea este convergentă dar nu este absolut con- 
vergentă. 


Observaţia 1.9.2 O integrală improprie se poate plasa în unul din cazurile: 
integrală improprie semiconvergentă; integrală improprie absolut convergen- 
tă; integrală improprie divergentă. 


Observaţia 1.9.3 Integrala improprie cu limita superioară punct singular 
(1.62) este absolut convergentă dacă şi numai dacă integrala improprie 


I "is (1.69) 


unde a < a < b, este absolut convergentă. 


Într-adevăr, dacă una din integralele improprii (1.62) şi (1.69) este absolut 
convergentă, în baza Definiţiei 1.9.1 şi a testului de convergenţă al lui Cauchy, 
avem 


t” 
1 |f(x)|dr = 0 pentru t,t” — b. (1.70) 
t’ 


Dar relația (1.70) este condiţie necesară şi suficientă de convergență şi 
pentru cealaltă integrală improprie din cele două menţionate mai sus. m 


Exemplul 1.9.1 (Un exemplu de integrală semiconvergentă) Pe seg- 
mentul |n — 1,n] C R ca bază, se construieşte triunghiul isoscel Tn, de arie 


—, cu vârful în sus sau în jos, după cum n este număr întreg pozitiv impar 
n 


sau par. Mulțimea laturilor egale ale triunghiurilor 
Totis piei ce (Pie 


constituie graficul unei funcţii f continue pentru x > 0. Să se arate că inte- 
grale improprie de prima speță 
+00 
OLS 
0 


este convergentă, în timp ce integrala 


[rola 


este divergentă. 
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Soluţie. Să considerăm un număr pozitiv x cu proprietatea că partea sa 
întreagă este n — 1. Dacă n este par, putem scrie 


| tou | soas | "fa. 


Dacă n este impar, avem inegalităţile contrarii 


Ai f(t)dt < A f(t)dt < J: fat. 


Dar, din interpretarea geometrică a integralei Riemann, avem 


n—1 n—1 1 
| fa SD 
0 AEA k 
dacă z — +00, atunci n — +o0oọ, iar 
+00 1 
So (112 = In2, 
k=1 k 


+00 
deci integrala improprie J f(x)dx este convergentă şi are valoarea In 2. 


Pe de altă parte, este uşor de văzut că 


S! < ouas. 
pik Jo pak 
+00 
deci integrala J |f(x)|dz este divergentă deoarece seria numerică X` — este 
n=1 


divergentă. 
+00 
Prin urmare, integrala improprie de speța întâi f f(x)dx este semi- 
0 


convergentă. m 


1.10 Criterii de comparaţie ale integralelor 
improprii 


Pentru studiul convergenţei absolute şi divergenţei unor integrale improprii 
de regulă se folosesc unele criterii în care sunt implicate două integrale impro- 
prii ale căror natură este comparată, motiv pentru care aceste criterii sunt 
numite criterii de comparaţie. 
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Teorema 1.10.1 (Criteriul general de comparaţie) Dacă funcţiile 
f.g : [a,b) > R, —-o<a<b<-+oo 


sunt integrabile Riemann pe orice segment |a, t| C |a, b), atunci au loc urmă- 
toarele afirmații: 


1. dacă există a. € |a, b) astfel încât are loc inegalitatea 


f(2)] < g(x), x € la, b), 


şi integrala improprie cu limita superioară punct singular 


f ood (1.71) 


este convergentă, atunci integrala improprie (1.62) este absolut conver- 
gentă; 


2. dacă există az € |a, b) astfel încât 
f(x) > glz) > 0, x e [az, b) 


şi integrala improprie (1.71) este divergentă, atunci integrala improprie 
(1.62) este divergentă. 


Demonstrație. Pentru a demonstra prima dintre afirmații să observăm că 
pe orice segment |t’, t”] C [a1, b) avem 


i fe) < |f a(e)dz|, (1.72) 


În baza inegalitățji (1.72) şi a testului lui Cauchy de convergenţă a unei inte- 
grale improprii, rezultă că integrala improprie (1.63) este convergentă, deci 
în baza Definiţiei 1.9.1 integrala improprie (1.62) este absolut convergentă. 
Demonstrația celei de a doua afirmaţii se face prin reducere la absurd. 
Presupunând prin absurd că integrala improprie (1.62) este convergentă, în 
baza primei afirmaţii a acestei teoreme rezultă că integrala improprie (1.71) 
este convergentă, ceea ce contrazice ipoteza. m 


Din această teoremă rezultă câteva consecinţe care sunt foarte utile şi 
uşor de manevrat în stabilirea naturii unor integrale improprii. 
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Corolarul 1.10.1 (Criteriul de comparaţie cu limită) Dacă în inte- 
gralele improprii (1.62) şi (1.71), cu limita superioară punct singular, func- 
tiile f şi g sunt nenegative pe segmentul |a, b) şi există 


lim He) = 
a> g(x) 


atunci au loc următoarele afirmații: 


1. dacă integrala improprie (1.71) este convergentă şi 0 < k < +00, atunci 
integrala improprie (1.62) este convergentă; 


2. dacă integrala improprie (1.71) este divergentă şi 0 < k < +00, atunci 
integrala improprie (1.62) este divergentă. 


Demonstraţie. Pentru a arăta că prima afirmaţie este adevărată să ob- 
servăm că din definiţia în limbajul ”e — 5” a limitei unei funcţii reale de 
o variabilă realaă, într-un punct de acumulare a domeniului ei de definiţie, 
rezultă că există a. € |a, b) astfel încât 

f(z) 

— <k+1, ze a,b) => f(x)< (k+ 1)g(x), x€ a,b). 


glz) 


Convergenţa, integralei (1.71) implică convergenta integralei 


[ve + 1)g(z)dz 


şi în baza punctului 1 al Teoremei 1.10.1 rezultă afirmaţia 1 din acest corolar. 
Pentru a demonstra punctul 2 să considerăm k’ € (0, k). Definiţia limitei 
asigură existenţa lui az € |[a,b) astfel încât 


Fe) >k, zela,b) => f(x) > k'glx), ze [az b). (1.73) 


glz) 


Inegalităţile (1.73), divergenţa integralei improprii (1.71) şi ipoteza de la 
punctul 2 al Teoremei 1.10.1 conduc la divergenta integralei (1.62). E 


Observaţia 1.10.1 Dacă 0 < k < +00, atunci integralele (1.62) şi (1.71) 
au aceeaşi natură. 
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Corolarul 1.10.2 (Criteriu special de comparație) Pentru integrala im- 
proprie de speța întâi cu limita superioară punct singular 


a f(x)dx, a>0 (1.74) 


sunt adevărate următoarele afirmații: 


1. dacă există a € |a, +00), a > 1 şi C > 0 finit astfel încât 
C 
If) < m la, +00), 


atunci integrala improprie (1.74) este absolut convergentă; 


2. dacă există az € |a, +00), a < 1 şi C > 0 astfel încât 
C 
I/(z)| > za? zE [a2, +00), 


iar funcția f are semn constant pe |a2, +00), atunci integrala improprie 
(1.74) este divergentă. 


C 
Demonstraţie. Punând g(x) = — în criteriul general de comparaţie şi 
ra 


ţinând cont de faptul că integrala improprie 


este convergentă pentru a > 1 şi a > 0, deducem că integrala (1.74) este 
absolut convergentă. Să observăm că presupunerea a > 0 nu este restric- 
tivă căci dacă se întâmplă ca în (1.74) limita inferioară de integrare să nu 
fie pozitivă, atunci a poate fi înlocuit prin c > 0, iar integralele improprii 

+00 +00 
Í f(x)dz şi Í f(x)dx sunt simultan convergente sau divergente. 

a E 

Pentru a demonstra cea de a doua afirmaţie, presupunem că există az > 


a, C > 0şia < 1 astfel încât f(x) > — pentru z € |a2, +20). Dacă 
ra 


+œ Ç 

tinem cont că în acest caz integrala improprie f — dx este divergentă 
az T 

şi aplicăm partea a doua a criteriului general de comparaţie, deducem că 


+00 
1 f(x)dx este divergentă rezultat care, împreună cu Observaţia 1.2.1, 
a2 


implică divergenţa integralei improprii (1.74). 
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În cazul în care valorile funcţiei f sunt negative pe [az, +00), dacă f(x) < 


C 
— — pentru x > a >a >0,C>0şia < 1, putem pune f*(x) = — f(x). 
ge 
C 
Funcția f* are proprietatea f*(x) > — pentru orice £ > a > a >0. 
ge 


Á +00 
In consecinţă, integrala I f'(a)dz este divergentă, ceea ce atrage fap- 
tul că integrala i 


T f(x)dx = lim ‘fejda = — lim f f'(a)daz 
x t—+ Ja t—=+ Ja 


este de asemeni divergentă, pentru că ultima limită nu există. E 


Corolarul 1.10.3 (Criteriul de convergenţă în a cu limită) Dacă ex- 
istà limita 
lim |f(a)|a* = C, 


L—+O 


atunci au loc următoarele afirmaţii: 


1. dacă 0 < C < +œ şia > 1, integrala improprie (1.74) este absolut 
convergentă; 


2. dacă 0 < C < +œ, œa < 1 şi funcția f păstrează acelaşi semn pentru 
xz > az, unde az > a, integrala improprie (1.74) este divergentă. 


Demonstraţie. Din definiţia limitei cu vecinătăţi rezultă că dacă 0 < C < 
+00, există a, > a astfel încât au loc inegalităţile: 


lf(z)]z* <2C, pentru C>0 şi xE [az +o) => 


|f (x)| TS 1, pentru C=0 ŞI z E las, +00) EEN 


(e E, ze laz, +00). 


Prin urmare, în baza punctului 1 al Corolarului 1.10.2 integrala improprie 
de speța întâi (1.74) este absolut convergentă. 

Pentru a doua afirmaţie, dacă 0 < C < +00 şi a < 1, au loc următoarele 
inegalităţi 


C 
Fæ > 3, pentru C<+o şi x E |a2, +00) — 
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faze > 1 pentru C=o0 și ela) = 


AEL > Š, ze [az +00), 


de unde, conform celei de a doua afirmații din Corolarul 1.10.2, rezultă că 
integrala improprie (1.74) este divergentă. E 


Exemplul 1.10.1 Integrala improprie 


+00 P(x) 
dz, 1.75 
© Q) A 
unde P(x) = 5 apx" este un polinom de gradul m cu coeficienţi reali, iar 
k=0 


n 

Q(z) = X bjr’ un polinom real de grad n, care nu are rădăcini reale în 
j=0 

intervalul de integrare |a, +00), este convergentă dacă n > m +1. 


Soluţie. Într-adevăr, funcţia. de integrat se poate scrie 


aca Q1 Am 
Ra) Ia ct r 
a ca i (1.76) 
bo 4 SR = 
T T 


Efectuând produsul cu 2” în ambii membri ai relaţiei (1.76) şi trecând 
la limită pentru z — +00, obţinem 
n-m P (2) ao 


lim z = 


xz—+00 Q(x) bo’ 


care arată că dacă n — m > 1, integrala improprie (1.75) este convergentă. m 


Exerciţiul 1.10.1 Să se studieze natura integralelor improprii de prima 
speță: 
+00 dr I o X) 1 + r2 d 
: j = —= dr. 
1 Vri +rYI +r’ 2 2 Afa2-—1l 


44 Ion Crăciun 


Soluţie. Integrala /, este convergentă deoarece 


1 r 1. PA da i tă 
„ lar —> este convergenta. 
VIFF r? 1 g 8 


A doua integrală improprie este divergentă pentru că 


ANL +r? a a 1 eaa +œ da 
a rn iar integrala | if 


este convergentă. 


În studiul naturii ambelor integrale s-a folosit criteriul special de compa- 
raţie din Corolarul 1.10.2. E 


Exemplul 1.10.2 Integralele improprii de prima speță: 
+00 too 
ji e-*'2 sin mzdz; l= f e-k'2 cos medz 


sunt absolut convergente deoarece: 


2y 


—k2 Ea 
kta cosmg| Lee, 


2y 


"2 sin ma] < e™®: Je 


le 
iar integrala improprie de speța a doua 


+00 2 
Í e tdr 
a 


este convergentă în baza definiției naturii unei integrale improprii. 


Comparând integrala improprie de speța a doua 
b 
| f(x)dx, —oo < a< b< +00, (1.77) 


cu punctul singular în limita superioară (respectiv în limita inferioară) cu 
integrala improprie deja studiată 


b d l b d 
Jar (respectiv De 


convergentă pentru a < 1 şi divergentă pentru a > 1, obţinem criterii de 
convergenţă în a ale integralelor improprii de speța a doua. 
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Corolarul 1.10.4 (Criteriu special de comparaţie pentru integrale 
improprii de speța doua) Pentru integrala improprie (1.77), cu limita 
superioară (respectiv limita inferioară) punct singular, au loc următoarele 
afirmații: 


1. dacă există a € |a,b), (respectiv a E€ (a,b]), a < 1 şi 0 < C < +œ 
astfel încât 


FEI ze lant) 
(respectiv fæ) < E: Sara € (aa), 


b 
atunci integrala improprie de speța doua J f(x)dx, cu limita supe- 
a 
rioară (respectiv limita inferioară) punct singular, este absolut conver- 
gentă; 


2. dacă există az € |a, b) (respectiv az € (a, b|), a > 1 şi C > 0 astfel încât 
x € |a2,b) 


C 


(respectiv Fæ) > ——— 
(x —a)* 


„1 € (a, a2]), 


iar funcţia f are semn constant pe |a2,b) (respectiv pe (a,a2]), atunci 
b 
integrala improprie de speța doua f f(x)dx, cu limita superioară (res- 


a 
pectiv limita inferioară) punct singular, este divergentă. 


C C 
Demonstraţie. Punând g(x) = ———— (respectiv glz) = ——) în 
b — z)e z— a)? 
criteriul general de comparaţie din Teorema 1.10.1 şi ţinând cont de faptul 


că integrala improprie 


bo C ba) A 
Leg a-l ’ 


(respectiv f pe = Sie ie 
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este convergentă pentru a < 1 având valoarea scrisă alăturat, deducem că 
b 
integrala improprie de speța doua 1 f(x)dx, cu limita superioară (respec- 
tiv limita inferioară) punct singular, este absolut convergentă şi deci prima 
afirmație este demonstrată. 
Să presupunem că funcția f este nenegativă. Atunci avem 
L) 


(z — a)° 


f(z) > 


respectiv f(x) > 


C 
i-a | 


şi a > 1 pentru toţi x € |a2,b) C [a,b) (respectiv x € (a,a2] C (a,b]). In 
acest caz integrala improprie de speța doua 


b C a2 C 
—— drz (respectiv f — dr 
Vi (b — z)e ( a (x-a) ) 
este divergentă. Aplicând partea a doua a criteriului general de comparație 
b a2 
deducem că integrala improprie 1 f(x)dx (respectiv f f(a)dz) este di- 
az a 


vergentă. Această ultimă integrală are aceeaşi natură cu integrala improprie 
de speța doua cu limita superioară (respectiv limita inferioară) finită punct 
singular din (1.77), rezultat care implică divergenţa. acestora. 

În cazul în care funcţia f este negativă pe intervalul [a2,b) C [a, b) (respec- 


tiv (a,a2] C (a,b]), dacă f(x) < — (respectiv f(z) < — 


DE EREE 
(b — a) (z — a)* 

pentru toţi x € |a2,b) (respectiv x € (a,a2]), C > 0 şi a > 1, introducem 
funcţia f* ale cărei valori se determină după legea f*(x) = — f(x). Rezultă 
că f*(x) > 


respectiv f*(£) > ET. pentru orice x € [az,b) 
— a a 


F! 
(b — ze (x 
b 
(respectiv x € (a,a2]) şi în consecinţă integrala ji f'(a)dz este divergentă. 
Prin urmare, integrala 


f od Z -f f*(x)dx 


este divergentă cea ce arată că şi cea de a doua afirmaţie din enunţul teoremei 
este adevărată. E 


Corolarul 1.10.5 (Criteriul de convergență în a cu limită a inte- 
gralelor improprii de speța doua) In ipoteza că există limita 


im (2) (6-2 =C, 
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au loc următoarele afirmații: 


1. dacă există a € [a,b), a < 1 şi 0 < C < +00, atunci integrala im- 
proprie de speța doua cu limita superioară punct singular este absolut 
convergentă; 


2. dacă 0 < C < +œ, œa < 1 şi funcția f păstrează acelaşi semn pentru 
x € |a2,b), unde a < az < b, atunci integrala improprie de speța doua 
cu limita superioară punct singular este divergentă. 


Demonstraţie. Din definiţia limitei cu vecinătăţi rezultă că dacă 0 < C < 
+00, există a, > a astfel încât au loc inegalităţile: 


If(z)](B—z)* <2C, pentru C>0 şi zelaz,b) = 


PI <a 26 leat) 


f(z)](bB—z)* <1, pentru C=0 şi zela,b) = 


1 
x) < 
FOS gy 
Prin urmare, în baza punctului 1 al Teoremei 1.10.1 integrala improprie 
de speța doua cu limita superioară punct singular este absolut convergentă 
şi deci prima afirmaţie este demonstrată. 
Dacă 0 < C < +00 şi a < 1, avem 


, x E [laz b). 


6-a > E, pentru C<+oo şi zela,b) =— 


lf(z)](B—z)* > 1, pentru C=oo şi zela,b) =— 
ol > aa 26 lb) 


de unde, în baza punctului 2 al Teoremei 1.10.1, rezultă că integrala impro- 
prie de speța doua cu limita superioară punct singular este divergentă, ceea 
ce arată că şi a doua afirmaţie este adevarată. m 
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Observaţia 1.10.2 Se poate enunta criteriul în a cu limită de convergenţă 
a integralelor improprii de speța doua cu limita inferioară punct singular. 
Pentru aceasta, în Corolarul 1.10.5 şi demonstraţia lui, funcţia (b — x)”, 
acolo unde apare, se trece în (x — a)“, iar segmentul |az,b) se înlocuieşte cu 
segmentul (a, a2] C (a, b]. 


Exerciţiul 1.10.2 Să se calculeze integrala improprie 


is dz 
0  (x+1)y/|r?— 1] 


Soluţie. Se observă că integrantul este nemărginit întro vecinătate a punc- 
tului z = 1. Scriem integrala ca suma dintre o integrală improprie de speța 
doua, cu limita superioară punct singular, şi o alta, de speța treia, care are 
ambele limite de integrare puncte singulare. Avem: 


A dx - f' dx 
0 (2 + Dl o (2 + DVI 


+00 dx 
| l = h | Í. 
1 (æx+1)vz?—1 
Integrala J, este convergentă, deoarece există a = 1/2 < 1 cu proprietatea 


: i 1 1 
2l (x+1)vV1 =r? 2V2 


Integrala de speța treia se descompune în două integrale, prima de speța doua 
cu limita inferioară, finită, punct singular, iar a doua, integrală improprie 
de speța întâi cu limita superioară punct singular. Ambele integrale sunt 
convergente în baza criteriului în a cu limită căci: 


lim (1 — x)“ l 


1 
a (z+1)vVz?-1 2V2 


1 
, pentru a = =; 
p 2 


xl 


lim 
z>+ (z + 1)y1 — r? 
Fiind o sumă, de integrale convergente rezultă că I> este convergentă. Prin 
urmare, integrala iniţială este convergentă. Integrala JI, se reduce la integrala 


= 1, pentru a =2> 1. 
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1 
I> prin schimbarea de variabilă x = —. Putem spune că integrala dată este 
y 
egală cu de două ori integrala I>. Pentru calculul lui J facem schimbarea de 
1 
variabilă x + 1 = r Găsim: 
0 dt 0 
I =- f AM ea e 
i 12 VL — 36 y 


Rezultatele stabilite arată că valoarea integralei date este 2. m 


1.11 Criterii de convergență ale integralelor 
improprii cu integrantul de semn vari- 
abil 

Considerăm că functiile f : [a,b) — R şi h : [a,b) — IR, unde —œ < a < 

b < +00, sunt alese astfel încât f şi f -h sunt functii integrabile Riemann pe 

orice compact fa, t] C fa, b). 

Teorema 1.11.1 (Criteriul lui Abel) Dacă integrala improprie cu limita 


b 
superioară punct singular | f(x)dx este convergentă şi funcția h este mo- 
a 


notonă şi mărginită pe |a, b), atunci integrala improprie 


| EA (1.78) 


cu limita superioară punct singular, este convergentă. 


Demonstraţie. Fie M = sup{|h(x)| : x € [a,b)) < +oo şi e > 0 arbitrar. 
Primele două ipoteze ale teoremei referitoare la funcţia f şi testul general de 
convergenţă al lui Cauchy implică existenţa unui b(2) € fa, b) astfel încât 


|S Fæ T (1.79) 


oricare ar fi t,t” € (b(e),b). Se poate demonstra că există £ € |t’, t”] astfel 
încât 


/ Eo = h(t) | (de + (0) J s (1.80) 


1 
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Luând modulul ambilor membri din (1.80) şi folosind pproprietăţile acestuia, 
obţinem 


[i Fohe] < mw 


Deoarece t,£,t” e (b(2),b), din (1.79), (1.80) şi (1.81), deducem 


z)dz| + a(t") 


f f(æ)dz|. (1.81) 


fr (ode < Mg + Mag =e, 


care, împreună cu testul de convergenţă al lui Cauchy, arată că integrala 
improprie (1.79) este convergentă. m 


Teorema 1.11.2 (Criteriul lui Dirichlet) Dacă funcția 


t 
t F(t)= | Haar, telab), 
este mărginită, funcţia h este monotonă şi 


lim A(x) = 


r—b 


atunci integrala improprie (1.78), cu limita superioară punct singular, este 
convergentă. 


Demonstraţie. Din prima ipoteză rezultă existenţa constantei K > 0 astfel 
încât 


| f Fæ)da| <K, telab). (1.82) 


Din cea de a doua ipoteză rezultă că oricărui e > 0 îi corespunde b(2) € [a,b) 
astfel încât 
lh(2)| < —, xe (b(e),b). (1.83) 


Din (1.82) obținem 


PEG (z)dz| = fa ar | f(z)dz| < 
PEG + pi f(z)dz| < 2K. 


Capitolul 1 — Integrale improprii 51 


În mod asemănător demonstrăm mărginirea celelaltei integrale care in- 
tervine în membrul al doilea al relației (1.80). 
Aşadar, avem: 


| f edx < 2K; fi Faaa < 2K. (1.84) 
Atunci, din (1.81), (1.83) şi (1.84) rezultă 

| fi ohe) <e, (V) t,t" e (b(e),b). (1.85) 
Testul de convergenţă al lui Cauchy şi (1.85) demonstrează teorema. E 


Exerciţiul 1.11.1 Fie a >0 şib € R*, numere reale arbitrare. Să se arate 
cà integralele improprii 


+00 


+00 
Î = T e “ cosbzdz, T = T e ™ sin bedz 
0 0 


sunt convergente şi să se determine valorile lor. 


Soluţie. Pentru studiul naturii integralelor, folosim criteriul lui Dirichlet. 
Pentru ambele integrale, h(x) = e“. Deoarece a > 0, rezultă că funcţia h 
este monoton descrescătoare şi lim h(x) = 0. 


Pentru prima integrală, f(x) din criteriul lui Dirichlet este cos bz, iar 
pentru a doua f(x) = sin ba. Rezultă că funcţiile F(x) = VA f(t)dt cores- 
0 


punzătoare sunt 


£ 1 z 
F(x) = cosbtdt = -sinbz, F(x) = I sin btdt = 


5 (1 — cos bx). 


1 
b 


1 
Funcţia |F|(x) este mărginită de Fi în primul caz, iar în cel de al doilea este 
mărginită de |: 
Conform criteriului lui Dirichlet, ambele integrale sunt convergente. 
Pentru calculul acestor integrale, aplicăm de două ori formula integrării 
a 


— a n 
Mb °? ab 


prin părți şi obținem A = 
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+œ sin x 


za 


Exemplul 1.11.1 Integrala ] 


T 


dx este convergentă pentru a > 0 


deoarece, dacă în criteriul lui Dirichlet luăm f(x) = sing şi h(x) = 
avem 


za” 


F| = VECA = | f snzaz| = |cosr — cost| < 2 


1 
pentru m < t < +00, iar h(x) = —— este o funcție monoton descrescătoare 
care tinde la zero pentru t— +o şi a > 0. 


Exerciţiul 1.11.2 Să se cereceteze natura integralelor Fresnel! 
+00 +00 
| sin (x°)dz, 1 cos (x°)dz, 
0 0 
care sunt utilizate în optică. 


Soluţie. Punând z? = t, obţinem 


+20 i 5 m sin t 
d —— dt, 
i sin (x“)dx E 


+00 5 n cost 
dr = —- dt. 
A cos (“da e AA 


(1.86) 


În criteriul lui Dirichlet, aplicat integralei improprii 1 i f(Oh(bdt, luăm 
pe rând f(t) = sint şi f(t) = cost, iar în ambele GE i din (1.86), funcţia 
h o luăm de forma h(t) = SIE Funcţia h satisface ipotezele criteriului lui 
Dirichlet, iar un calcul simplu arată că valoarea absolută a funcţiei 


ER E T Od ue (0,-+00), 


în ambele cazuri ale alegerii funcţiei f, este mărginită de A = 2. Atunci, 
conform criteriului lui Dirichlet, ambele integrale sunt convergente. m 


Fresnel, Augustin Jean (1788 — 1827), geometru şi optician francez 
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Exemplul 1.11.2 Considerând integrala improprie 


? 


~ (ln x) sin x 
c £ 
unde c > 0, şi luând 
l 
f(a) = sina, Ala) = ŽE, 


în baza criteriului lui Dirichlet, constatăm convergenta acesteia. 


Exercitiul 1.11.3 Să se cereceteze natura integralelor 


+o si +00 
i ET Ir, f SE a a > 0. (1.87) 
0 0 


o o 


Soluţie. Din criteriul lui Dirichlet rezultă că integralele 


+ gj +00 
f sın Zis A COSA (1.88) 
1 1 


O o 


sunt convergente pentru a > 0. Într-adevăr, considerând că f (x) = sinz şi 


g(x) = —z, unde x € [1, +00), constatăm că aceste funcţii satisfac ipotezele 
z 


+œ sing 


criteriului lui Dirichlet dacă a > 0, astfel că integrala improprie f £ 
1 


ge 
este convergentă. 
Cos £ 


Q 


da este conver- 


+00 
Analog se demonstrează că integrala improprie f 
1 


gentà pentru a > 0. 
Pe de altă parte, deoarece pentru z > 1 avem 


sin 1 cos £ 1 
E e aie ea 
za BA SI 7 e ai 
IEI [Ida 7 VAR 
iar integrala improprie —z este convergentă pentru a > 1, rezultă că 


z£ 
integralele improprii (1.88) sunt absolut convergente pentru a > 1. 


+œ dr | A Aa +œ cos 2x 
Deoarece — este divergentă, iar 


dz este convergentă în 


1 
baza criteriului lui Dirichlet, rezultă că integrala improprie 


+ sin? z 1 +œ da +œ cos 2g 
pes a A ai d 1.89 
VA £ zi | 1 £ 1 £ £) ( ) 
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este divergentă. Dacă avem în vedere că |sinz| > sin? z din (1.89) tragem 
concluzia că integrala improprie 


+ |s] 
ni I (1.90) 
1 T 


este divergentă. La rezultatele de până acum adăugăm faptul că pentru orice 
z > 1gşia € (0, 1) are loc inegalitatea evidentă 


|sin z| _ |sin z] 
> ; 


(1.91) 


gs z£ 


Din (1.90), (1.91) şi partea a doua a criteriului de comparaţie rezultă că 
+oo | sin z| 


integrala improprie da este divergentă pentru a € (0,1). 


1 Q 
Aşadar, prima integrală din (1.88) este simplu convergentă pemtru a € 
(0,1). Analog se arată că a doua integrală din (1.88) este simplu convergentă. 


Să ne ocupăm acum de integralele 


1 a] 1 
f SE g | Za. (1.92) 
0 0 x” 


ra 


Prima integrală din (1.92) este convergentă pentru a € (0, 1] deoarece 


0 dacă a€(0,1) 


. Sing 
lim z- = 
AE 1 “dacă &=l1. 
e ad a1 /SNT A „n Pon lati at Ea Ed AEN 
Din lim z ( ) = ] şi criteriul în a cu limită rezultă că prima 
xr—0+ g~ 


integrală din (1.92) este convergentă pentru 1 < a < 2 şi divergentă pentru 
a > 2. 
Prin urmare, integrala improprie (1.87) este semiconvergentă pentru a € 


(0,2) şi divergentă pentru a > 2. 
COS £ 


Deoarece pentru a > 0 avem lim, = +00, rezultă că a doua inte- 


r—0 


grală din (1.92) este o integrală improprie cu limita inferioară punct singular 


COS £ 
pentru orice a > 0. Apoi, din limta evidentă lim e ) = ] gi Corolarul 
z—> za 


1.10.3, rezultă că cea de a doua integrală din (1.92) este convergentă pentru 
orice a € (0, 1) şi divergentă pentru orice a > 1. 

Ultimul rezultat arată că cea de a doua integrală improprie din (1.87) 
este semiconvergentă pentru a € (0, 1) şi divergentă pentru a > 1. E 
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1.12  Convergenţa în sensul valorii principale 
a unei integrale improprii 


Definiţia 1.12.1 Dacă integrala improprie de speța întâi cu ambele limite 
de integrare puncte singulare 


+00 
I f(£)jdz (1.93) 
este divergentă dar există şi este finită 


lie | Ada (1.94) 


t—=+œ J—t 


atunci spunem că funcția f : (—oo,+oo) — R este integrabilă în sen- 
sul valorii principale sau că integrala (1.93) este convergentă în sensul 
valorii principale, iar 


+00 t 
V.p. I f(x)\dr = lim f(x)dz 


t—=+œ J—t 


se numeşte valoarea principală (în sens Cauchy) a integralei (1.93). 


Fie functia f : [a,b] \ {c} — IR integrabilă Riemann pe orice compact 
lu, t] C [a,c) sau [u,t] C (c,b]. In acest caz se poate vorbi de integrala 
improprie 


Ji păi (1.95) 


având punctul singular c € (a,b). Din cele prezentate în primul paragraf al 
acestui capitol rezultă că integrala improprie (1.95) este convergentă dacă 


e b 
fiecare din integralele improprii Í f(x)dx şi J f(x)dx este convergentă. 


Aceasta înseamnă că limita de mai jos există şi este finită 
n b 
tim / f(x)dz + lim | f(x)dx = 
n<e “4 ise ve 


lim (E f(x)dx + f. toas) 
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pentru £ şi 7 (respectiv u şi v) tinzând independnt la limitele lor. În acest 
caz 


n f(x)dx = lim i fode | f(e)dz). 


u—0T 
v—O0T 


Definiţia 1.12.2 Dacă integrala improprie (1.95), având punctul singular în 
c € (a,b) este divergentă, însă există şi este finită 


lim (S Fadi + I f(a)dz), 


u—0t 


atunci spunem că f este integrabilă pe [a,b] în sensul valorii principale 
a lui Cauchy sau că integrala improprie (1.95) este convergentă în sensul 
valorii principale a lui Cauchy iar 


v.p. f f(x)dz = Jm (J Fods + [1oa) 


—0+ 


se numeşte valoarea principală în sens Cauchy a integralei (1.95). 


Exercitiul 1.12.1 Să se arate că dacă —oo < a < c < b < +00, integrala 


improprie este divergentă, însă este convergentă în sensul valorii 


principale a lui Cauchy. 


Soluţie. Punctul singular al integralei improprii considerate este în interi- 
orul intervalului de integrare şi pentru a studia natura acesteia trebuie să 
determinăm limitele 


lim şi lim 
A30+0Ja  z-—c n=>0+0 


c—A da [ dx 


gure 
Aceste două limite au respectiv valorile 


—ln (c — a) + lim mà şi In(b-— c) — ip, mA 


Prin urmare, avem 


b dz b-c | A 
J = In a Ai 


IL —C Cc—a 
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Insă limita de mai sus nu există ceea ce înseamnă că integrala improprie 
considerată este divergentă. 
Considerând cazul particular A = u, deducem că ultima limită este zero 


gi deci integrala improprie considerată este convergentă în sensul valorii prin- 

dr b-c 
l 

—c 


b 
cipale a lui Cauchy şi vp. | = In E 


z c—a 


Exemplul 1.12.1 Integrala improprie de speța a doua, cu ambele limite 
puncte singulare, a unei funcții impare f este convergentă în sensul valorii 
+00 


principale a lui Cauchy şi vp. f f(x)dx = 0. 


A t 
Soluţie. Intr-adevăr, funcția f fiind impară avem că J f(x)dx = 0, oricare 
—t 


ar fi t > 0. În consecinţă există limita din (1.94), deci integrala improprie 
considerată este convergentă, în sensul valorii principală a lui Cauchy şi are 
valoarea. principală egală cu 0. = 


+00 
Exemplul 1.12.2 Integrala improprie divergentă | f(x)dx a unei func- 


ţii pare f : (—o0,-+oo) — R nu este convergentă în sensul valorii principale 
a lui Cauchy. 


Soluţie. Într-adevăr, funcţia f fiind pară şi integrabilă Riemann pe orice 
compact de forma |—t, t], t > 0, avem 


f Fod = [noa = a f(x)dx. 


+00 

Cum integrala improprie Í f(x)dz este divergentă, cel puţin una din in- 

+00 ao +00 
tegralele improprii J f(x)dz şi f f(z)dz este divergentă. Din această 

—00 0 

+00 

afirmaţie şi din egalitatea precedentă rezultă că nu există v.p. I f(z)dzr.m 
Exemplul 1.12.3 Să se aplice noțiunea de valoare principală în sensul lui 


Cauchy a unei integrale improprii divergente pentru a se calcula valoarea 
integralei improprii 


1 f+ g™ 
= 1. 
a as 


unde m şi n sunt întregi pozitivi cu 0 <m <n. 
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2m 


Soluţie. Rădăcinile numitorului funcţiei de integrat, f(x) „sunt 


z 
(o wy . . . . 1 T r” 

rădăcinile de ordinul 2n ale numărului complex —1. Având în vedere că forma 

trigonometrică a acestui număr complex este —1 = cos m + isin 7, rezultă că 


rădăcinile numitorului funcției f au expresiile 


¡@r+D7 i (2k + 1)r e (2k + 1) 
£k = et 20 = ap + ibg = COS + isin f 
2n 2n 


k=0,1,2,---, 2—1. 


Prin urmare, cele 2n rădăcini ale ecuaţiei 1 + x°” = 0 nu sunt reale şi deci 
funcția de integrat este definită pe întreaga axă a numerelor reale. 

Integrala improprie (1.96) este convergentă deoarece, în baza Exemplul 
1.10.1, diferența gradelor polinoamelor de la numitorul gi numărătorul func- 
tiei de integrat este mai mare decât 1, această diferenţă fiind cel puţin 2. 

Cu menţiunea prealabilă că integrala Riemann a unei funcții complexe de 
variabilă reală u(x) + iv(x), unde u şi v sunt funcţii reale, este definită prin 


b b 


u(x)dz +if v(z)dz, 


a 


To + iv(x)]dz = 
l J 


a 


să calculăm integrala definită de la —/ la £, unde £ > 0, din funcţia f. În 


acest scop vom folosi descompunerea numitorului funcţiei f în factori primi 
2n—1 
complexi şi a functiei de integrat în suma de fracţii f(x) = X 
k=0 
coeficienţii A, sunt dați de raportul dintre valoarea numărătorului funcţiei 
f în x = ay şi valoarea, în acelaşi punct zp, a derivatei polinomului de la 


„unde 


2m 1 
numitor, adică Ay = — E = Rip a a 1. 
2nrș, 2n 
Avem 
g qp2m 2n—1 l dz 2n—1 l dx 
C EEE d SS A j za E 
E > "Jazz > i —e (x — ap) — ibg 
2n—1 p Z — ak g b; 
ZNA J da - i] dr} = 
2 ăi —e (x — ap)? + b? —e (x — ak)? + b? ) 


2n—1 21 p2 
s (l — ay) + bg Li L— ak lL+ak 
= d Apt In (Ca i ifarctg i + arctg F p 
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Trecând la limită pentru £ — +00, obţinem 
2n—1 


+0 2m 
i si ——— dr = > ri A, 


o l +r?” 


unde semnul plus corespunde lui b > 0, iar cin minus se ia când bẹ < 0. 
tai ui cu ambele limite de integrare puncte singulare 


eL +00 £ — Ak | [t> bk 
a ara AN zdz + E n azl, 
œ T— Tk (x — ap)? + b% -œ (z — ap)? + b? 


unde k ia valori întregi de la zero până la 2n— 1, sunt divergente, iar numerele 


i € dz 
lim = 
t>Fo J-e £ — Lh 
; (L-a? +o — Qk k 
= ] l | t ; 
cena l "(07 ap) FE ilare T 7 | ) 


egale cu +ri sau —ri, după cum bp > 0, respectiv b < 0, reprezintă. valorile 
principale ale integralelor. 
Se constată simplu că bo, bi, bo, +++, bn-1 sunt numere pozitive, iar 
următoarele, adică bņ, ala --- Don, sunt negative. Deci, putem scrie 
2n—1 


u= Ek oe = rif 3 Ák — 2 Ar}. (1.97) 


Prima sumă din membrul doi al relaţiei (1.97) are expresia 


n—1 n—1 n—1 

1 1 , (2m+1)(2k+1) 
VAs- e Sort = pa i (1.98) 
k=0 k=0 k=0 


de unde constatăm că este suma a n termeni ai unei progresii geometrice cu 

z i22mti y ȘI A i 2m+l y A x 
rația q = e“ 2n " şi primul termen egal cu e 27. Efectuând calculul sumei 
din (1.98), găsim 


„ 2m+1 » (2m+1)(2n+1) 
= A l æ an T e! E iu 
k == — . omt == 
S 2n 1 == ei2 an g 
gimti iem (1) 
Looe mme di (1.99) 
== — . Im = 
2n, 1 — ei2 Dn R 
i 2ml y j ; 2m+1 
i(2m+1)r t EET 
n 
1o ém T el IT. eian 
pai ari ` -> 2m41 
2n 1 — ei2 ore 7 
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n—1 
Însă factorul ei C+D" de la numărătorul expresiei (1.99) a sumei XC Ax este 
k=0 
—1. Ca urmare, suma devine 
n— 1 La +e imti q 1 ei 2 Hp 
Șo Ap == Sa = => au (1.100) 
— 2N EF DAT n 1 — ei2 DAT 


Să, determinăm acum valorea celei de a doua sume. Avem 


2n—1 2n—1 1 2n—1 
. (2m+1)(2k+1) 
Daaah Sati a SO emit 
k=n 2n k=n 2n k=n 
Indicele de sumare de aici se poate scrie în forma k = n + s, unde s va lua 
valori de la zero până la n — 1. Expresia celei de a doua sume devine acum 


2n—1 


n-—l 
. (2m+1)(2s+1) 
2 A; = ee i (2m+1)r DD or mn 


s=0 
Dacă se ţine cont de faptul că e'0m+br = —] şi de rezultatul stabilit în 
(1.98), (1.99) şi (1.100), rezultă că expresia finală a celei de a doua sume este 


anl (amr aa +1) y 1 e in 
DEES Se Zn s ea (1.101) 
Din (1.97), (1.100) şi (1.101) rezultă 
an 2ri ei mT T 1 
2J =j ——— dr = — - = . 1.102 
BEEE n 1-dan n sinr ( 


Integrantul din (1.102) fiind o funcţie pară, rezultă valoarea unei alte 
integrale importante 


+o g™ T 1 
j= A TEE 1.103 
o 1+?” că 2n sin ui ( ) 


care se va utiliza în calculul unei integrale improprii depinzând de un para- 
metru. = 
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Integrale depinzând de un 
parametru 


2.1 Integrale proprii depinzând de un para- 
metru 


Fie f o funcţie reală de două variabile reale definită pe intervalul bidimen- 
sional închis 


I = {(z,y) E R°: a<xr<b,c<y<d}, 


cu proprietatea că restricția sa la segmentul de dreaptă paralel cu axa Ox 
care trece prin punctul (0, y) 


fi): [a,b] > R 


este funcție integrabilă Riemann pentru orice valoare fixată a lui y din inter- 


valul fc, d]. 
Definiţia 2.1.1 Funcția reală de variabilă reală 
b 
J:led>R, d) | Pama (2.1) 


se numeşte integrală proprie depinzând de un parametru. Variabila y 
se numeşte parametru. 
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Observaţia 2.1.1 Pot fi introduse şi integrale proprii care depind de 
doi sau mai mulţi parametri. 


Definiţia 2.1.2 O integrală proprie care depinde de mai mulţi pa- 
rametri are forma 


b 
(Y1, Y2, Yn) = f (£, ya: Yn)dz. (2.2) 


Parametrii y1, Y2, ***, Yn pot fi consideraţi coordonatele în baza canonică din 
IR” ale vectorului parametru y care aparține intervalului n—dimensional 
închis 

În = [c1, dı] xX [c2, da] XX [Gns] cC R”. 


Observaţia 2.1.2 Integrala proprie care depinde de mai mulţi parametri 
(2.2) poate fi prezentată ca o integrală depinzând de un parametru, 


b 
dy) = | Pava, (2.3) 
cu menţiunea că parametrul este vectorul y € Ín. 


Ne propunem să studiem proprietăţile integralelor proprii care depind de 
un parametru. 


Teorema 2.1.1 (Continuitatea integralelor proprii depinzând de pa- 
rametru) Dacă funcţia f este continuă pe intervalul bidimensional închis 
II, atunci funcția J : |e,d] — R, definită de integrala (2.1), este uniform 
continuă. 


Demonstraţie. Deoarece funcţia f(x,y) este continuă în intervalul bidi- 
mensional închis II ea este uniform continuă. Deci, pentru orice e > 0 există 
ô = 6(e) astfel încât inegalităţile 


a — a] < de), ly —y'l< ôe) 
implică inegalitatea 


Fry) Fy”) < 


E 
a (2.4) 


Numărul ô depinde numai de € fiind independent de poziţia ocupată de 
punctele (x,y) şi (x”, y”) în intervalul bidimensional închis I. 
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În particular, luând z’ = z” = x se constată că pentru orice y şi y” = y 
din intervalului [c, d] cu proprietatea 


ly" — yl < (e) (2.5) 


şi pentru orice z € [a,b], are loc inegalitatea 


Fæ) -enl g 


— a 


(2.6) 


Prin urmare, pentru orice y şi y’ aparţinând intervalului |c, d] care satisfac 
(2.5), avem 


20) = 3001 = | f (Fy) re)a < 
(2.7) 


< [Ie = fala 


Din (2.6) şi (2.7) rezultă că pentru orice y,y' € [c,d] cu proprietatea (2.5) 
are loc 


JO) -JO < = 


Această inegalitate demonstrează că funcţia J din (2.1) este uniform conti- 
nuă. E 


z-a) =€. 


Corolarul 2.1.1 În ipotezele teoremei precedente, funcţia 


Plus) = | Po wde (2.8) 


este uniform continuă în intervalul închis tridimensional 


II = ((u,vy)e RE: a<us<b, a<vsb,c<y<d). 


Demonstraţie. Din continuitatea funcţiei f pe intervalul bidimensional 
închis II, care este o mulţime compactă în IR?, deducem că f este mărginită 
şi îşi atinge efectiv marginile, deci există constanta pozitivă şi finită C astfel 
încât 


fi) | <C, (x,y) €N. 
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Să evaluăm diferenţa valorilor funcţiei F în punctele 
(u,v y’), (u”, v”, y") E II*, 
adică 
AF = F(u, v, y) — F(u", u", y”). (2.9) 
Mai întâi, AF este diferența integralelor 


LL 


AP = f" fed- [i f(x,y dr. 


În membrul al doilea a acestei diferenţe adunăm şi scădem integralele 


[e nomazi [e ear. 


u! 


Folosind proprietatea de aditivitate a integralei definite în raport cu intervalul 
de integrare, diferența de integrale din membrul doi al relației (2.9) se scrie 


p” 


AF= n (fæ,y’) = f(z, y"))dz + a f(x, y")dx — f f(z, yd. 


Luând modulul ambilor membri şi folosind proprietățile integralelor definite, 
găsim 


AFI <| f (Af Avla) +| f edaj f Feya 


unde, pentru simplitatea scrierii, s-a făcut pentru moment notația 


Af(z, Ay) = f(x,y") d f(z, y"). 


Prin urmare, o nouă evaluare pentru valoarea absolută a diferenței (2.9) este 


AFI < | f [æv — re) 


dx! + C(lu” — u| + o” -= v']). 


Funcția f fiind continuă în intervalul bidimensional închis II, este uniform 
continuă, prin urmare pentru orice e > 0 există 61(2) > 0 astfel încât oricare 
ar fi y',y” € |c, d] cu proprietatea 


ly — y”| < êle) (2.10) 
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avem 
€ 


|f(z, y) — f(z, yl < E (2.11) 


Să observăm că oriunde ar fi situat punctul (u’, v’) în intervalul bidimensional 
[a,b] x [a,b], diferența |u’ — v'| < b — a deci, folosind această observaţie şi 
(2.11), rezultă că oricare ar fi punctele y’ y” € [c,d] care satisfac (2.10), 
modulul diferenței (2.9) se reevaluează după cum urmează 


AF] < É+ C(u) + lo” = vl). 


Analiza raţionamentului de mai sus conduce la concluzia că pentru orice 
e > 0 există s 
d(e) = mind ô (£), — 

(e) = minţâu(e), 46) 
astfel încât oricare ar fi punctele (u', v’, y’), (u”, v”, y”) € II* ale căror coor- 

donate satisfac inegalităţile 


jw — u| < êle), Ju =] <le), ly! — y" < ste), (2.12) 


avem că 
F, v, y’) = F(u", yh) < e. (2.13) 


Din (2.12) şi (2.13) şi definiţia uniformei continuităţi a unei funcţii reale de 
trei variabile reale rezultă că funcţia F : Il* — IR ale cărei valori sunt date 
de (2.8) este uniform continuă. m 


Teorema 2.1.2 (Derivabilitatea unei integrale proprii care depin- 


o 
de de un parametru.) Dacă f şi i sunt funcţii continue pe intervalul 
y 


bidimensional închis II, atunci funcția J definită de integrala depinzând de 
parametrul y (2.1) este derivabilă pe compactul |c, d] şi are loc relația 


dJ b of 
— (y) = | =—(xz,y)dxz, y€ [c,d]. 2.14 
go) = | god veled (2.14) 
Demonstraţie. Trebuie să demonstrăm că raportul incrementar al funcţiei 
J în punctul y are limită în y şi această limită este chiar integrala din ultimul 
membru al lui (2.14), adică 


f f(x, y)dz. (2.15) 
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În acest scop vom demonstra că pentru Ay Z 0 diferenţa 


Iy+ Ay) —JU) 
Ay 


T f (2, y)dz 


tinde la zero când Ay — 0. Să remarcăm întâi că, în baza teoremei creşterilor 
finite a lui Lagrange, există numărul pozitiv şi subunitar 0 astfel încât 


I(y+Ay)-—J(y) fii: y+Ay)— f(z 
Ay a Ay 


b 
Hype A Play + 0Ay)dz. 


In consecinţă, putem scrie 


J(y + = —J0) i. E n (pe ete) puli i 


Să evaluăm diferenţa din membrul doi a acestei relaţii pentru valori sufi- 
cient de mici ale lui |Ay|. Deoarece derivata f‘ (x, y) este continuă în intervalul 
bidimensional închis II ea este uniform continuă şi deci pentru orice e > 0 
există 6(2) > 0 astfel încât, pentru orice creştere a lui y care satisface 


[Ay] < (e) (2.16) 


este adevărată inegalitatea 

E 
b-a’ 
(V) z € [a,b] si (Y) y, y + Ay € [c,d]. Cum 0 < 0 < 1, din (2.16) avem şi 


lo Ay] < 5(e) (2.18) 


ceea ce, în baza lui (2.17), atrage 


E 


plz + 0A) fa < e (2.19) 
Atunci, luând în consideraţie relaţiile stabilite mai sus, avem inegalitatea 
J(y + Ay) - JW) T i E 
= e) 2.20 
== | flzwdz| < z> @-a)=e, (2-20) 


adevărată pentru toate valorile lui Ay care satisfac (2.16). Rezultatul stabilit 
în (2.20) arată că are loc (2.15) şi teorema este demonstrată. m 


Capitolul 2 — Integrale depinzând de un parametru 67 


Formula (2.14), cunoscută ca regula lui Leibniz de derivare a unei integrale 
depinzând de parametru, poate fi scrisă şi în forma 


d fè b o 
h. f(x, y)dx cai I L (ay)da yY € [c, d). 
Observaţia 2.1.3 Derivata unei integrale care depinde de un parametru este 


egală cu integrala derivatei parţiale a integrandului în raport cu variabila 
paramatru. 


Teorema 2.1.3 (Derivabilitatea unei integrale proprii depinzând de 

parametru a cărei limite de integrare depind de parametru) Dacă 
o 

funcțiile f şi Ài sunt continue pe intervalul bidimensional închis II, iar x = 


zi(y) şi x = z>(y) sunt funcții derivabile pe intervalul |c, d] cu valori în 
intervalul [a,b], atunci integrala depinzând de parametrul y 


1) = [7 tæa (2.21) 
pai T, si A š 
A zi (9) z 
este o funcție derivabilă pe compactul |c, d] şi are loc relația 
dJ 20) Of dz> da 
SER “A d a Ei za ari 
O= Lg g EDE + flat) ap Tm) ai) 
oricare ar fi parametrul y € |c, d]. 
Demonstraţie. Avem 
J(y) = F (z(y), zay) y), (2.22) 


unde funcția F, definită în relaţia (2.8), posedă derivate parţiale continue pe 
paralelipipedul Il* şi : 


=— (u,v, y) = fivy); (2.23) 
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Primele două relaţii din (2.23) există şi sunt egale cu expresiile din membrul 
al doilea ale acestora în baza rezultatului cunoscut de la integrale definite 
care afirmă că dacă funcţia g : [a,b] — IR este continuă, atunci funcţiile G4 
şi Ga definite pe [a,b] prin 


Ere f tibie Ga f sod 
sunt derivabile şi 
ŒO = fe, Gat) = -ft (V) tefa, bl. (2.24) 


După Teorema 2.1.2 este adevărată şi cea de-a treia egalitate din (2.23), iar 
din Corolarul 2.1.1 rezultă că toate derivatele parţiale din (2.23) sunt funcţii 
continue pe paralelipipedul Il*. Deoarece funcţiile x = zi(y) şi x = z2(y) 
sunt derivabile, aplicând funcţiei y — F (z.(9); zalu) y) regula de derivare 
a funcțiilor compuse de o variabilă, obţinem 


EF (e(o) mt) = SE (el) rlo) Eo) 
(2.25) 
OF dzo OF 


+5 (elu), z(y) y) > PAL gy EO e) y). 


Însă, funcția J din (2.21) este astfel încât are loc egalitatea (2.22). Acum, 
din relaţiile (2.23), (2.25) şi (2.22) rezultă concluzia teoremei. = 


Exemplul 2.1.1 Folosind teorema de derivabilitate a integralelor depinzând 
de un parametru cu limitele de integrare variabile, să se evalueze integrala 


v ln (L+ ya) 
J(y) = A — dr. 2.26 
w) = | ae (2.26) 
Soluţie. Suntem în ipotezele Teoremei 2.1.3 astfel că putem scrie 

dJ, m+ y’) | Vi z 
lg Jo Ta a] 


dz. 


Integrala din membrul doi este o integrală dintr-o funcţie rațională. Descom- 
punând în fracţii simple această funcţie raţională, obţinem 


z yY 1 1 r+y 


zei | 5 
1+y2 1+a2 


= . | 2.27 
(1+yx)(1 +z?) 1+4? 1+yr pan 
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Deoarece, primitivele fracţiilor raţionale din membrul doi al egalităţii (2.27) 
se exprimă, prin funcţii elementare, avem 


z mn’) In (Lg?) 


id y 
T = | j 
| (1 +yx)(1 +z?) 1+4? 2(1+4) 1+%? 


- arctg y. 


În acest fel am obtinut 


dJ, (1+4?) 


y 
dy) o 2(1+y?) 


1+y2 


- arctg y. 
Trecând aici pe y în t, integrând apoi între 0 şi y şi ţinând cont că din (2.26) 
rezultă J(0) = 0, obţinem 


v In(1 +t?) Y t 
J(y) = o 21 F8) dt eat arctg t dt 


Cea de a doua integrală de mai sus se calculează folosind metoda integrării 
prin părţi. Avem 


Y t 1 fY aV 
| ip acte => | arctgt- (în (1+2))dt= 


In (1+ 82) 


o 2(1+182) îi 


= T (arctgt -ln (1+ a h — 


Folosind acum ultimele două rezultate, deducem că expresia funcţiei J 
este 


1 
J(y) = 7 arctg y - In (1 + 92). 


Teorema 2.1.4 (Integrabilitatea unei integrale proprii depinzând de 
parametru) Dacă funcţia f este continuă pe intervalul bidimensional închis 
II, atunci 


a J(y)dy = e dy a f(x, yd = a dz [re y)dy. (2.28) 


Demonstrație. În locul egalității (2.28) vom demonstra o alta mult mai 
generală, şi anume 


i dy | fæ,y)dz = f dr f f(x, y)dy, (V) t € [a,b]. (2.29) 
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Pentru aceasta, introducem notațiile 


d t t d 
pl = | wf fydr v= | def Fedu (230) 
Atunci, relația (2.29), care o avem de demonstrat, este echivalentă cu relația 


p(t) = y(t), (Y) tE [a,b]. (2.31) 


Pentru a demonstra (2.31) este suficient să arătăm că au loc egalităţile: 
p(t) =Y (t), (V) tE [a,b]; (2.32) 
p(a) = Yla). (2.33) 


Egalitatea (2.33) este evidentă deoarece din expresiile (2.30) constatăm că 


Pentru demonstraţia egalităţii (2.32) să introducem funcţiile F(t, y) şi 
E(x) prin: 
d 


Pt) = f Doar Ea) | aa (234 


C 


Vedem acum că funcţiile p şi Y se exprimă cu ajutorul funcțiilor nou introduse 
din (2.34) în modul: 


pt) = f Poema W= f Edr: 


Conform Corolarului 2.1.1, funcţia F din (2.34) este continuă, iar derivata 
parţială a acesteia în punctul (t, y), faţă de variabila t este, în baza lui (2.24),, 
egală cu f(t, y) şi această derivată este funcţie continuă pentru (t, y) € [a, b] x 
[c,d]. Aplicând Teorema 2.1.3 deducem că avem 


i d9F d 
da= | Z leudy= | Peas. (2.35) 
Funcţia € = (x) fiind uniform continuă pe compactul |a, b] în baza Teoremei 
2.1.1, este continuă pe [a,b]. Fiind îndeplinite ipotezele Teoremei 2.1.3, prin 
aplicarea ei funcţiei Y, găsim 


vO = S f eede =e) = f rea. 


Capitolul 2 — Integrale depinzând de un parametru 71 


Din această egalitate şi (2.35) rezultă că are loc (2.32) deci, în baza uneia 
din consecinţele teoremei creşterilor finite a lui Lagrange, funcțiile p şi wW 
diferă printr-o constantă C, constantă care este diferența valorilor acestor 
două funcţii în orice punct din domeniul lor de definiţie. Luând acest punct 
să fie t = a şi având în vedere (2.33), deducem că are loc relația (2.31) şi 
drept urmare are loc şi egalitatea (2.29). În particular, p(b) = (b), adică 
are loc egalitatea (2.28), care este ceea ce trebuia demonstrat. = 


Observaţia 2.1.4 Egalitatea (2.28) arată că pentru a integra pe intervalul 
[c,d] integrala depinzând de un parametru (2.1), integrăm funcţia f(x,y) în 
raport cu acest parametru pe acelaşi interval, iar rezultatul integrării, care 
va fi o funcţie de x, se integrează pe compactul |a, b]. 


Exemplul 2.1.2 Folosind teorema de integrabilitate a integralelor depinzând 
de un parametru, să se calculeze integrala proprie depinzând de doi parametri 


1 g”! — g%2 
mad e 
(yı y2) 0 In z IL 
Soluţie. Se observă că 
Yı — mp2 yı 
ooe i Yi. (2.36) 
In z Y2 


Folosind această observaţie, rezultă 


1 yı 
J (y1, y2) -= f de f x”dy. 


2 


În ultima iteraţie de integrale aplicăm teorema de integrabilitate a inte- 
gralelor depinzând de parametrul y şi obţinem 
x=1 vu d 
y 
x=0 y2 1+ y 


(yu y2) foa T vg m abi 
, = T i a= 
Yi Y2 a Y A METE 


Cum ultima integrală este imediată, avem în final 


l+y 
1+4 


J(y1, Y2) = In 


72 Ion Crăciun 


Exemplul 2.1.3 Să se determine funcţia J definită ca o integrală improprie 
depinzând de doi parametri a şi b 


ji ab ră 
Kays S . cosIn dr. 
0 


Soluţie. Folosim mai întâi rezultatul (2.36) în care yı = b şi y2 = a. Atunci, 
J(a,b) se scrie 


1 1 b 
J(a,b) = | cos In -de | zYdy. 


În membrul doi al acestei relaţii aplicăm teorema de integrabilitate a 
integralelor depinzând de un parametru şi obţinem 


J(a,b) = f E (2.37) 


unde am introdus notația 
1 1 
Ji(y) = | a” cosln —da. (2.38) 
0 z 
Pentru calculul integralei (2.38), efectuăm schimbarea de variabilă 


Inz =t = pet = dr=&dt, te(—o00,0]. 


Folosind formula schimbării de variabilă întro integrală improprie, suntem 
conduşi la 


0 
Ji(y) al e(Y+Dt cost dt. 
Dacă în ultima integrală se aplică de două ori formula integrării prin părţi, 
obţinem 
Aly) =y +1- (y +1) J (y), 


de unde deducem că valoarea lui Jı (y) este 


+1 

J(y) = ERT 
Folosind acum acest rezultat în = 37), deducem 
jas y+1 ii: 

1+(y+1) 1+(y +1}? 

Ultima integrală este imediată şi are valoarea 

b 2i 
J(a,b) = E In (1 + (y + WF = , In 4 aaa) 
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2.2 Integrale improprii simple depinzând de 
un parametru 


Teoremele demonstrate în paragraful precedent pot fi extinse fără dificultate 
la integralele improprii de tipul particular 


Jo) = | fev) tea, (2.39) 


unde funcţia f : [a,b) x [c,d] — IR este continuă şi mărginită, iar funcția 
g : [a,b) — R poate fi discontinuă în caz general, însă integrala impro- 
prie f? g(x)dzx, cu limita superioară punct singular, este absolut convergentă. 
Limita superioară poate fi finită sau infinită. Considerații analoage se pot 
face când a este punct singular. 

Ipotezele pentru care teoremele din capitolul precedent sunt adevărate 
pentru integrale de tipul (2.39) le vom formula în teoremele care urmează. 
Aceste teoreme sunt folosite frecvent în fizica matematică şi în teoria inte- 
gralelor Fourier. 


Teorema 2.2.1 (Teoremă generalizată de continuitate a unei inte- 
grale improprii simple depinzând de un parametru) Dacă funcția 
reală de două variabile reale 


f : la, +00) x [c,d] > R (2.40) 


este continuă şi mărginită, iar integrala improprie de speța întâi 


[7 lata (2.41) 


este convergentă, atunci integrala improprie de speța întâi depinzând de un 
parametru 


Io) = | Has atoda (2.42) 
este funcţie uniform continuă de y pe intervalul |c, d]. 
Demonstraţie. Fie C > 0 şi K > 0 constante reale cu proprietăţile: 
(zl < C, (Y) (2) € la, +00) x led 


+00 (2.43) 
| latoldr=K < +09, 
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existența cărora rezultă din ipotezele teoremei. Fie acum e > 0 luat arbitrar. 
Integrala improprie (2.41) fiind convergentă, există / > a, suficient de mare, 
astfel încât 


2C [o z)]dz < =, (2.44) 


Luând un astfel de / încât să aibă loc inegalitatea (2.44) şi alegând arbitrar 
pe y' şi y” din intervalul |c, d], putem reprezenta diferenţa J(y') — J(y”) în 
forma 


sr) -IW = | (Pe - he )otae+ 


i (Fy) — fl) alee 


Deoarece funcţia f este continuă în intervalul bidimensional închis |a, £] x 
[c,d], ea este uniform continuă. Prin urmare, pentru e > 0, ales arbitrar mai 
sus, există 6 = 6(e) astfel încât la orice alegere a lui y’ şi y” din compactul 
[c, d] care să satisfacă inegalitatea 


ly" — y”| < (e), (2.45) 


valorile corespunzătoare ale lui f în punctele (x, y’) şi (x, y”) satisfac inega- 
litatea 


Fey) = y< ze CD ze [o]. 


Această egalitate, împreună cu (2.43), (2.44) şi (2.45), implică relațiile 
[ 
IA-IA < f fe) EN a)l 
a (Iæ l+ fe) late) ae < 


= | wle az +20 fl x)|dz < 


care arată că integrala improprie depinzând de parametrul y din (2.39) este 
o funcţie continuă pe compactul [c,d], deci şi uniform continuă. E 
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Teorema 2.2.2 (Derivabilitatea unei integrale improprii simple de- 
pinzând de un parametru) Dacă funcția (2.40) şi derivata sa parțială în 
raport cu y 
of 
Oy 
sunt continue şi mărginite, iar integrala improprie de speța întâi (2.41) este 


convergentă, atunci integrala improprie simplă (2.42), de speța întâi şi de- 
pinzând de parametrul y, este o funcție derivabilă şi 


ro) = [7 State) 


: [a, +20) x [c,d] > R 


Exercitiul 2.2.1 Folosind teorema de derivabilitate a integralelor improprii 
simple depinzând de un parametru, sà se calculeze 


_ fl arctgyr A 

o gyl=r? | 
Soluţie. Integrala improprie depinzând de un parametru din acest exemplu 
este de forma (2.39), unde: 


J(y) 


tată arctg yx (2) 1 
ty) = nE D=. 
y m g Te 


Constatăm că sunt îndeplinite ipotezele Teoremei 2.2.2 astfel că, putem scrie 


J( = z d= f da 
> r(1 +y) Vl- Jo (Ura) Vl a 


În ultima integrală efectuăm schimbarea de variabilă z = sint. Obţinem 


integrala 
7/2 dt 
J=] 
(u) o 1+y?sin’t 
care, după schimbarea de variabilă u = tg t, devine 


; oo du 
TU) | 1+ (Ur? 


O primitivă a funcţiei de integrat din ultima integrală improprie de- 
pinzând de un parametru este simplu de calculat. Prin urmare, 


j 1 
J'(y) = TFT arctg (uy 1 + y2) 


u=+00 T 1 


u0 2 I Fy 
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Deoarece valoarea în y = 0 a funcţiei J este zero, avem 


Jo) = [roti f a 


Cum primitiva ultimei funcţii de integrat este In (t + v1 + t?), rezultă în final 


Exercitiul 2.2.2 Folosind teorema de derivabilitate a integralelor improprii 
simple depinzând de un parametru, să se calculeze 


1 In (1 — z2y 
1) = | POZE ar, 
o Vl=—a2 
unde parametrul y este astfel încât |y| < 1. 


Soluţie. La fel ca în exerciţiul precedent, (4) este de forma (2.39), unde 


fiz) = In (1 — 229), g(e) = T 


Constatăm că sunt îndeplinite ipotezele Teoremei 2.2.2, deci 


2 


1 
Taj. == J dz 
) o (1 — z2y)V 1 — r? 
Efectuând în ultima integrală schimbarea. de variabilă x = sin t, obţinem 
7/2 sin tdt 
zau Esta, 
(o) o 1—ysin?t 


după care, dacă schimbăm variabila folosind u = tg t, deducem 


Foo u?du 
To=- | z 
o (1+au?)[1+(1-— y)u?] 
Noua funcţie de integrat se descompune în fracții simple şi, după inte- 
grarea acestora, găsim 
myl 1 
J'(y) = E ; 
2 G yvi — z 
Procedând asemănător ca la exercițiul precedent, găsim că valoarea lui 


J(y) este J (y) = mln =a E 
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Teorema 2.2.3 (Integrabilitatea unei integrale improprii simple de- 
pinzând de un parametru) Dacă funcția (2.40) este continuă şi mărginită, 
iar integrala improprie de speța întâi (2.41) este convergentă, atunci inte- 
grala improprie simplă de speța întâi (2.42), depinzând de parametrul y, este 
o funcție de y integrabilă Riemann pe intervalul |c,d] şi 


I J(y)dy = |: dy A f(z, y) g(a)dz = 


= [7 (at) [ noa 


Operaţiile de derivare şi integrare ale integralelor improprii depinzând de 
un parametru de forma specială (2.42) se aplică pentru a calcula valorile unor 
integrale proprii sau improprii care nu conţin neapărat parametri dar în care, 
în prealabil, se introduc unul sau mai mulţi parametri. 


Exemplul 2.2.1 Să se evalueze integrala improprie de prima speţă depin- 
zând de parametrul y € |—A, A] 


+ gj 
J(y) = f e dz, (2.46) 
0 


unde a este o constantă reală pozitivă fixată. 


Soluţie. Punând f(x,y) = i gi glx) = e7 


°? observăm că f(x,y) şi 


f(x,y) sunt funcţii continue şi mărginite pe intervalul bidimensional nemăr- 
ginit 
[0, +00) x A, AJ, 


+00 +00 1 
J la) = f e` dr = — 
0 0 a 
este convergentă. Prin urmare, putem aplica Teorema 2.2.2. După derivarea 
sub semnul integrală în (2.46), obţinem 


iar integrala 


+00 
J'(y) = i e“ cos gyda. (2.47) 
0 


Integrând prin părţi de două ori în membrul al doilea al relaţiei (2.47), găsim 


Q 


Leo 2.48 
a? + y? ( 


J'(y) 
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de unde, prin integrare de la 0 la y şi J(0) = 0, obţinem 


J) A "Id f n (2.49) 
= = | —— dt = arctg &. i 
A 0 o a? +t Sa 

Există şi o altă cale de calculare a integralei (2.46) pornind de la rezultatul 
intermediar (2.48) care constă mai întâi în determinarea unei primitive a 


funcţiei 
a) 


e o 
y a? + y? 


SE. (je a tei 
O asemenea primitivă poate fi arctg — şi prin urmare vom avea 
Q 


J(y) = C + arctg z (2.50) 


unde Č este o constantă arbitrară. Punând y = 0 în (2.50) şi ţinând cont că 
J(0) = 0 găsim că C = 0 şi din nou ajungem la (2.49). 

Dacă în egalitatea (2.49) trecem la limită pentru a — +0 şi în rezultatul 
obţinut punem y = 1, găsim valoarea integralei improprii a lui Dirichlet, a 
cărei natură am studiat-o anterior, 


+œ sin T 
dz = —. 2.51 
] T i 2 ( ) 


Desigur, pornind de la integrala (2.46), a cărei valoare este dată în (2.49), 
putem să dăm valorile altor integrale improprii. Ca exemplu, avem 


+0 şi 
i a e` "dx = arctg y, 
0 T 


care se obţine din (2.46) şi (2.49) luând a = 1. m 


2.3 Integrale improprii depinzând de un pa- 
rametru, uniform convergente 

2.3.1 Definiția integralelor improprii depinzând de un 
parametru, uniform convergente 

Să considerăm o funcţie reală de două variabile reale 


f : la, +00) x [c,d] > R (2.52) 
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cu proprietatea că restricţia sa la orice paralelă la axa Oz care trece prin 
punctul (0,y), adică funcţia f(-,y) : [a, +00) — JR, este integrabilă în sens 
generalizat, ceea ce este echivalent cu a spune că integrala improprie de speța 
întâi depinzând de parametrul y 


Jo) = |" Feyaz (2.53) 


este convergentă. In baza definiţiei convergenţei unei integrale improprii, 
avem 


I) = | Pasare = lim f fede (2.54) 


Integralele improprii de speța a doua care depind de un parametru se 
definesc în mod asemănător. De exemplu, dacă 


f : [a, b) x [c,d] C R? — R (2.55) 


este o funcţie reală de două variabile reale nemărginită în vecinătatea punc- 
telor (b, y), iar integrala improprie 


f f(x, y)dx (2.56) 


este convergentă pentru orice valoare fixată a lui y din compactul [c, d], atunci 
b b—AÀ 
Tu) = | Doar = lim | fede (2.57) 
zi ao "d 


este o funcţie de y definită pe compactul [c,d] care se numeşte integrală 
improprie de speța a doua care depinde de un parametru. 

În studiul integralelor improprii depinzând de un parametru (2.54) şi 
(2.57) un rol important îl are noţiunea de uniformă convergenţă. 


Definiţia 2.3.1 Spunem că integrala improprie de speța întâi (2.53), de- 
pinzând de parametrul y, este uniform convergentă în raport cu para- 


metrul y pe intervalul [c,d], dacă pentru orice e > 0 există L = L(e) astfel 
încât inegalitatea 


|J) - | naspa = pa f(x, y)da| <e 


este satisfăcută simultan pentru toți L > L(e) şi y € [c,d]. 
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Uniforma convergenţă a unei integrale improprii de speța a doua, de forma 
(2.57), care depinde de parametrul y € [c,d], se defineşte asemănător. 


Definiţia 2.3.2 Integrala improprie de speța a doua (2.57), care depinde de 
parametrul y € |c, d], se numeşte uniform convergentă în raport cu pa- 
rametrul y pe intervalul |c, d], dacă pentru orice e > 0 există ô = 6(2) > 0 
astfel încât inegalitatea 


Tr) - [rea =| [nea <e 


are loc simultan pentru toți A < b — a care satisfac condiţia 0 < A < 6(e) şi 
pentru, toţi y € [c,d]. 


Exemplul 2.3.1 Integrala improprie de speța întâi depinzând de un para- 
metru 


J(y) = = ye “Yda (2.58) 


este convergentă pentru fiecare y € [0,1], însă nu este uniform convergentă 
în raport cu parametrul y pe compactul [0,1]. 


Intr-adevăr, avem 


L Lly ly zI 
E) e “du=—e “| =l-e %, 
0 0 0 
de unde deducem 
lim e “dz = lim (l=e %)=1 


ceea, ce arată că integrala improprie (2.58) este convergentă pentru fiecare 
y € [0,1]. 
Conform Definiţiei 2.3.1, pentru studiul convergenţei uniforme trebuie 
calculată diferența 
+00 
2 


£ +00 
Jo)- | geie] T) e7" du = e ®”. 
0 Ly 


Pentru o valoare fixată şi arbitrar de mare / > 0, această diferenţă întrece pe 
1/2 pentru toate valorile lui y suficient de apropiate de zero şi, în consecinţă, 
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pentru e = 1/2 nu există L(e) astfel încât, pentru / > L(e) şi pentru toţi 
y € [0,1], să fie satisfăcută inegalitatea 


[eo <E= 3 


Acest rezultat arată că integrala improprie de speța întâi (2.58) nu este 
uniform convergentă în raport cu parametrul y pe intervalul [0, 1]. 


Exercitiul 2.3.1 Să se arate că integrala improprie (2.58) este uniform con- 
vergentă în raport cu parametrul y pe intervalul [6,1], cu 0 < ô < 1. 


Soluţie. Într-adevăr, avem 
lic cl e 05 
| peur = | Ea e e 
£ Ly 
pentru 0 < ô < y < 1 şi prin urmare inegalitatea 
+00 
| i ye edz] <E 
e 
are loc pentru orice 


(ee): (2.59) 


şi pentru toţi y € [6,1], unde 0 < 5 < 1. În baza Definiţiei 2.3.1, rezultă 
că integrala improprie (2.58), de speța întâi şi depinzând de parametrul y, 
este uniform convergentă în raport cu parametrul y pe compactul [6,1], cu 
(A e e Le E 


2.3.2 Reducerea integralelor improprii depinzând de 
un parametru la şiruri de funcții 


O integrală improprie depinzând de un parametru poate fi redusă la un şir 
de funcții, iar această reducere face posibilă demonstrația teoremelor funda- 
mentale referitoare la astfel de integrale în baza teoremelor corespunzătoare 
ale şirurilor de funcţii. 

Dacă integrala (2.53) este convergentă pentru fiecare y € [c,d], atunci, 
pentru un şir numeric arbitrar, (£n), cu limita egală cu +oo şi termenii incluşi 
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în intervalul nemărginit |a, +00), şirul de funcţii (Fn) definite pe intervalul 
[c,d], cu termenul general 


Lk 
mas Tee mar esysă 


este evident convergent la J(y) pe intervalul [c, d]. 

Pentru a se urmări cu eficienţă raționamentele de mai jos se impune să 
reamnitim definițiile convergenţei şi uniformei convergențe ale unui şir de 
funcţii. 


Definiţia 2.3.3 Şirul de funcţii (fn) se numeşte convergent la funcția f(x) 
pe intervalul |a,b] dacă pentru orice valoare fixată x € [a,b] şirul numeric 
(f„(2)) este convergent la numărul f(x), adică dacă pentru orice e > 0 şi 
orice x € |a, b] există un număr N = N (e, x) (care depinde de e şi în general 
şi de x, care nu este neaparat număr natural) astfel încât 


|f„(z) — f(z)| <e pentru orice n > N(e, x). 


Dintre şirurile de funcţii convergente de o importanţă esenţială sunt aşa, 
numitele şiruri uniform convergente. 


Definiţia 2.3.4 Șirul de funcţii (fa) se numeşte uniform convergent la 
funcţia f(x) pe intervalul |a,b] dacă pentru orice e > 0 există un număr 
N = N(e) (dependent de £, însă independent de x şi care nu este neaparat 
număr natural) astfel încât 


|f„(z) — f(z)| <£ pentru orice n > N(e) 
şi pentru orice x € [a,b]. 
Pentru demonstrațiile teoremelor care formulează proprietăţile integrale- 


lor improprii depinzând de un parametru, vom avea nevoie de trei rezultate 
stabilite la studiul şirurilor de funcţii pe care le reamintim mai jos. 


Teorema 2.3.1 Dacă şirul de funcţii continue (fn) definite pe compactul 
[a,b] este nedescrescător şi convergent la funcţia continuă f(x), atunci con- 
vergenţa, este uniformă. 
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Teorema 2.3.2 Dacă şirul de funcții continuu diferențiabile (fn) este con- 
vergent la funcția f pe [a,b], iar şirul derivatelor (f1) este uniform convergent 
la funcția p(x) pe [a,b], atunci funcția f este derivabilă pe |a,b] şi 


F(z) = p(z) = „lim fa(z). (2.60) 


n—+00 


Teorema 2.3.3 Dacă şirul de funcţii continue (fn) este uniform convergent 
pe intervalul |a, b] la funcția f(x), atunci şirul integralelor 


( f : fa(t)dt) 


este uniform convergent pe intervalul [a,b] la funcția definită prin integrala 
J f(bdt, oricare ar fi £o € [a,b]. 
To 


Teorema de mai jos are loc în condiţia ca integrala (2.53) să fie convergentă 
pentru orice y aparținând compactului [c, d]. 


+00 
Teorema 2.3.4 Pentru ca integrala J(y) = ji f(z,y)dz să fie uniform 


convergentă în raport cu parametrul y pe compactul |c,d], este necesar şi 
suficient ca şirul de funcţii 


Faly) = T f(x, y)dxz, n= 1,2,--- (2.61) 


să fie uniform convergent spre J(y) pe compactul |c, d] oricare ar fi alegerea 
şirului l1, bo, bn, cu lim lna =+ şi bn >a. 


Demonstrație. Necesitatea. Presupunem că integrala (2.53) este uni- 
form convergentă în raport cu parametrul y pe compactul |c, d]. Atunci, con- 
siderând e > 0, arbitrar, există L(2) > a, astfel încât pentru orice £ > L(e) 
inegalitatea 


7) = f Feydel <e 


este satisfăcută simultan pentru toţi y € [c, d]. 

Să considerăm şirul numeric (/,), cu limita egală cu +00 şi termenii situaţi 
în intervalul |a, +00). Considerându-l pe L(e) de mai sus, din teorema de 
caracterizare a limitei unui şir numeric, deducem că există N (e) € IN” astfel 
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încât ln > L(e) pentru toţi n > N(e). În consecință, pentru un astfel de n, 
inegalitatea 


700) — Fall = 10) = f" Fæ, ydel <e 


are loc pentru orice y € [c,d]. Aceasta înseamnă că şirul de functii (Fa), 
având termenul general dat de (2.61), este uniform convergent la funcția 
J(y), definită de (2.53), pe intervalul [c, d]. 
Suficiența. Să arătăm că dacă orice şir de funcţii (Fn), având termenul 
general dat de (2.61), unde ln — +00, n > a, este uniform convergent la 
funcţia J(y), definită de (2.53), pe intervalul [c,d], atunci integrala (2.53) 
este uniform convergentă în raport cu parametrul y pe acest interval. 
Într-adevăr, dacă presupunem că (2.53), care prin ipoteză este conver- 
gentă pentru orice y € |c, d] fixat, converge neuniform în raport cu parametrul 
y pe intervalul [c,d], atunci există £o astfel încât pentru orice L arbitrar de 
mare există l > L şi y € [c,d] aşa fel încât să avem 


70) fi Fæ, y)dzl > co: 


Presupunând că L ia valorile [a] + 1, [a] +2, ---, [a] +n, ---, obținem şirul 
numeric (ln), cu bn > n, şi un şir (yn), CU Yn € |c, d], pentru care 


7) = f" Pedala) — Fan) > eo 


Aceasta înseamnă că şirul de funcţii (Fn), cu termenul general F„(y) = 


Ln 
Í f(z,y)dz, astfel construit, converge neuniform pe intervalul [c,d], ceea 


ce contrazice ipoteza. E 


Observaţia 2.3.1 Dacă funcția f nu schimbă de semn, atunci pentru ca 
integrala improprie (2.53) să fie uniform convergentă în raport cu parametrul 
y € [c,d] este suficient ca şirul de funcții (2.61) să fie convergent la inte- 
grala J(y) cel puțin pentru o alegere particulară a girului numeric (ln), cu 
elementele din intervalul |a, +00) şi cu limita +00. 


Intr-adevăr, presupunând f funcţie nenegativă, avem 


f Fedr > f" fear 
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pentru orice / > 4n. In consecinţă, 


A (n 
0) = f Fear < 109) - f" F yda] < e 
pentru orice £ > /, şi pentru toţi y € [c, d] şi cu /, suficient de mare. E 


Observaţia 2.3.2 Dacă funcţia f este continuă şi nu schimbă de semn (de 
ezemplu, este nenegativă) şi integrala improprie (2.53) este funcție continuă 
de parametrul y € |c, d], această integrală este uniform convergentă în raport 
cu parametrul y pe intervalul |c, d). 


Într-adevăr, considerând şirul numeric crescător (ln) cu limita egală cu +00 
şi termenii situaţi în intervalul [a, +00) ajungem la şirul de functii (Fn) având 
termenul general 


Faly) = f f(x, y)dz, n= 1,2, POR (2.62) 


Funcția f fiind nenegativă, şirul de funcţii (Fa) cu termenul general (2.62) 
este monoton nedescrescător, iar conform Teoremei 2.1.1, funcţiile Fp(y) din 
(2.62) sunt continue. Mai mult, acest şir de funcţii converge la funcţia con- 
tinuă 


+00 
Io = | Pama (2.63) 
pe intervalul |c, d]. Dar Teorema 2.3.1 implică convergenta uniformă a şirului 
de funcţii (2.62) la funcţia limită (2.63) şi, în consecinţă, după Observaţia 
2.3.1 integrala J(y) = I f(z,y)dz este uniform convergentă în raport cu 


parametrul y pe acest interval. E 


Observaţia 2.3.3 Integrala improprie de speța a doua 
i b , b—À 
ri = f Fame = im | Fame 


A—0+0 a 


se poate reduce în mod asemănător la şirul de funcţii (F*), unde 


Fiw) = f" near, 


iar (Àn) este un şir numeric convergent la zero având termenii cuprinşi în 
intervalul (0,b — a). 
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2.3.3 Proprietățile integralelor improprii uniform con- 
vergente în raport cu parametrul y 


În continuare prezentăm unele proprietăți ale integralelor improprii de tipul 
(2.53) şi (2.57) din care vom constata că ipoteza suplimentara a uniformei 
convergente în raport cu parametrul y ale acestora implică continuitatea, 
derivabilitatea şi integrabilitatea lor. 


Teorema 2.3.5 (Continuitatea unei integrale improprii depinzând 
parametru) Dacă funcția f : |a, +00) x |c, d] — IR este continuă şi integrala 
(2.53) este uniform convergentă în raport cu parametrul y pe intervalul |c, d], 
atunci funcția J(y) din (2.53) este continuă pe acest interval. 


Demonstraţie. Considerăm şirul de functii (Fn) cu termenul general (2.62), 
unde y € [c,d]. După Teorema 2.1.1, funcţiile (2.62) sunt continue pe inter- 
valul [c,d]. Mai departe, Teorema 2.3.4 implică că şirul considerat este uni- 
form convergent la integrala J(y) din (2.53) şi, în consecinţă, functia J(y) 
este continuă pentru că este limita unui şir de funcţii uniform convergent. m 


Teorema 2.3.6 (Derivabilitatea unei integrale improprii depinzând 
de parametru) Dacă funcțiile 


f : la, +20) x [c,d] > R şi K : a, +20) x |c, d] > R 


sunt continue, integrala improprie (2.53) este convergentă, iar integrala im- 
proprie depinzând de parametrul y 


œ% 9 
r o (y)de (2.64) 


este uniform convergentă în raport cu parametrul y pe intervalul |c, d), atunci 
funcţia (2.53) este derivabilă pe |c, d] şi 


Zo) = i esua y € [c,d]. (2.65) 


Demonstraţie. Considerăm din nou şirul de funcţii (Fp) cu termenul gen- 
eral (2.62), unde y € |c, d], convergent la integrala (2.53) pe intervalul [c, d]. 
Conform Teoremei 2.1.2, funcţiile F (y) sunt derivabile şi are loc egalitatea 


Ln ln 
Put) =£ f" Hende = f" Kæde, (2.66) 
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unde n=1,2,:::, c<y<d, iar functiile F! (y) sunt continue pe [c, d]. 

Din ipoteze şi Teorema 2.3.4 rezultă că şirul de funcţii (7Y,) este uniform 
convergent la integrala improprie (2.64) şi F! (y) sunt funcţii continue pe 
[c,d]. Constatăm că şirul de funcţii (Fn) satisface ipotezele din Teorema 2.3.2, 
prin urmare, integrala improprie J(y) este o funcţie continuu diferenţiabilă 
pe [c, d] si relaţia 


J (y) = T: fu(z,y)da 


are loc pentru orice y € |c, d], ceea ce trebuia de demonstrat. m 


Observaţia 2.3.4 Având în vedere expresia (2.53) a funcției J(y), rezultă 
că identitatea (2.65) se scrie 


d f+% +œ Of 
dy a a Oy 
de unde deducem că în ipotezele Teoremei 2.3.6 operaţiile de derivare şi inte- 


grare ale unei integrale improprii depinzând de un parametru sunt comutabile. 


Teorema 2.3.7 (Integrabilitatea unei integrale improprii depinzând 
de un parametru) Dacă funcţia f din (2.52) este continuă şi integrala 
improprie depinzând de un parametru (2.53) este uniform convergentă în 
raport cu parametrul y pe intervalul |c, d], atunci funcţia J(y) din (2.53) este 
integrabilă şi 


d d +00 +00 d 
f Iwdiu= f du | Fende= | adef fosa (267) 
Demonstraţie. Pentru orice şir de numere 
2 lay ba 20 (la E a lin Aa 2400), 


şirul de funcţii corespunzător 


(n 
Faly) = f(z,y)dz, n=1,2,--: 


este uniform convergent la funcţia J(y) pe [c,d], aceasta rezultând din Te- 
orema 2.3.4. După Teorema 2.1.1, toate funcţiile F,„(y) sunt continue pe 
intervalul |c, d]. Fiindcă sunt îndeplinite ipotezele din Teorema 2.3.3, avem 


lim Pii = 1 J(y)dy. 


n=+ Je c 
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Pe de altă parte, Teorema 2.1.4 implică egalităţile 


d d ln ln d 
n Fao) = f dy | flosude = | de f f(x, y)dy. 
În consecință, pentru orice alegere a şirului (/,), cu limita egală cu +oo şi 
termenii aparţinând intervalului nemărginit |a, +00), avem 
ln d d 
im | de f fæy)dy= f Jody. 


n— +020 


Aceasta înseamnă că integrala improprie de speța întâi 


[7 ax f teva 


este convergentă şi egalitatea 


o de | tray = faf” f(x, y)dz 


este satisfăcută. şi astfel teorema este demonstrată. m 


Corolarul 2.3.1 Dacă f(x,y) este o funcție continuă care nu schimbă de 
semn pentru a < x < +œ, c < y < d (de ezemplu, f(x,y) este nenegativă), 
iar integrala 


J(y) = [ta y)dz 


este o funcție continuă de y pentru c < y < d, atunci relaţia (2.67) este 
adevărată. 


Demonstraţie. Într Observaţia 2.3.2 implică convergenţa uniformă a in- 
+00 
tegralei improprii J(y) = I f(x, y)dx pe intervalul c < y < d şi, în 


consecință, după Teorema 2.3.7, egalitatea (2.67) este adevărată. E 
Observaţia 2.3.5 Egalitatea (2.67) se mai poate scrie în forma 


[a [7 nau = je de | rau 


din care deducem că în ipotezele Teoremei 2.3.7 cele două operaţii de integrare 
sunt comutabile. 
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Teorema 2.3.8 (Schimbarea ordinii de integrare întro integrală im- 
proprie iterată a unei funcţii de semn constant) Dacă 


f : la, +20) x [c, +20) > R (2.68) 


este o funcţie continuă de semn constant, integralele improprii depinzând de 
parametrul y 


Jo) = [7 Kende si r= | Hama 


sunt funcţii continue pe intervalele |c, +00), respectiv |a, +00), şi cel puţin 
una din integralele improprii: 


— dy f oi f(x, y)d Ta a [oa f(z,y)d (2.69) 


este convergentă, atunci cealaltă integrală improprie din (2.69) este conver- 


gentă şi 
+00 +00 +oo 
f dy fi f(z, y)d =i dx T f(x, y)d 
Demonstraţie. Să considerăm că funcţia f este nenegativă şi că integrala 


improprie iterată 
+00 +00 
r) dy | f(x, y)dz (2.70) 


este convergentă. Trebuie să demonstrăm că 


im f daf} (x, y)dy = J = a afan f(x, y)dz. (2.71) 


Pentru aceasta vom arăta, că valoarea absolută a diferenței dintre cantitatea 


variabilă j: dx e: f(x, y)dy şi cantitatea constantă 


T dy w f(x, y)dz 


poate fi făcută mai mică decât un e > 0 ales arbitrar. 
Conform Corolarului 2.3.1, are loc egalitatea 


f d |? f(x, y)dy = T dy | Tae 
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Funcţia f(x,y) fiind nenegativă, putem scrie 
+o +00 £ +00 
| uf tenda- [az] Hay 
+00 +00 
f y ] f(x, y)dx 
ci TOO +00 +00 
E NE < 
f dy f f(x, y)dz i dy f f(x, y)da < 


y dy e f(x, y)dx + w dy [o f(x,y)dz, 


unde c€ < & < +00. 
Deoarece (2.70) este integrală improprie convergentă rezultă că pentru 
e > O există ce, > c astfel încât 


D 
IA 


(2.72) 


IA 


“4 dyf g (x, y)dz < =: (2.73) 


+00 
Din continuitaea integralei I f(x, y)dx pe intervalul c < y < +oo (vezi 
ipoteza) şi Observaţia 2.3.2 rezultă că integrala de mai sus este uniform 
convergentă în raport cu parametrul y pe orice compact |c, c1]. Prin urmare, 
pentru e > 0 ales arbitrar mai sus există L(e) > a astfel încât pentru orice 
(> L(e) şi y € |c, c] are loc inegalitatea 


~ f(x, y)dx < (2.74) 


em 
2(a —c) 


Folosind acest rezultat constatăm că inegalitatea 


[au fanda < pa = 


are loc pentru toţi £ > L(e). Acum, din (2.72), (2.73) şi iterata (2.74) tragem 
concluzia că 


+00 +00 
0< | dy | fayde- [af f(x, y)dy < € 


pentru toţi l > L(e), ceea ce trebuia să demonstrăm pentru a fi adevarată 
concluzia teoremei. m 
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Dacă f(x,y) din (2.68) nu are semn constant şi concluziile Teoremei 2.3.8 
dorim să fie adevărate, atunci ipotezele Teoremei 2.3.8 trebuiesc modificate 
după cum urmează. 


Teorema 2.3.9 (Schimbarea ordinii de integrare întro integrală im- 
proprie iterată din funcţia f care schimbă de semn) Dacă f din (2.68) 
este o funcţie care îşi schimbă semnul de o infinitate de ori şi integralele im- 
proprii depinzând de un parametru: 


Jo) = [7 Keds ra= | Hama 


sunt uniform convergente pe orice interval finit c < y < C şi respectiv pe 
orice interval finita < x < A, iar cel puțin una din integralele improprii 


iterate 
[7 uf tena fa f ea eT) 


este convergentă, atunci integralele iterate 


[uf K f(z, y)d z f “a [on f(z,y)d (2.76) 


sunt convergente şi 


[Ta nete = [a nea 


Demonstraţie. Pentru precizare, presupunem că cea de a doua integrală din 
(2.75) este convergentă. Aplicând criteriul de comparaţie funcţiilor f(x,y), 
|f(z,y)], precum şi funcţiilor 


+00 +00 
f Fendre, f Fe v)lde: 


deducem că cea de a doua integrală improprie din (2.76) este convergentă. 
Mai avem de demonstrat că 


lim T daf (x, y)dy = + dy | ore, y)dr. (2.77) 


L— +0 


+00 
Integrala improprie ] f(z,y)dy fiind uniform convergentă, pe orice inter- 


val finit |a, A] şi pentru orice număr finit £ > a, avem 


z da Ad f(x, y)dy = o dy [A f(x, y)dz. (2.78) 
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Să calculăm valoarea absolută a diterne dintre cantitatea variabilă 


f: dx Ta f(x, y)dy si numărul o dy [or f(z,y)dz care intră în relaţia 
(2.77). Ținând cont şi de (2.78), constatăm că au loc egalităţile şi inegalităţile 


| a] n fear = f asfi f(z dul = 

= e dyf per = | “af Fle y)dz| = 

= || wf Fenil- 

= [Puia fade + | auf” f(z, y)dal < 
[a | Keval f” au | rea < 
< |f” du Hear [au [7 f)ar 


oricare ar fi & > c. Din convergenţa, integralei iterate 


[af rea 


rezultă că pentru orice e > 0 există cı > c astfel încât 


m dyf If f(x, y)|dz < (2.80) 


(2.79) 


IA 


Acum, fixând o valoare a lui cı > c pentru care inegalitatea (2.80) are loc şi 
+00 
luând în consideraţie că integrala ii f(z,y)dz este uniform convergentă, 


alegem, la fel ca în demonstraţia Teoremei 2.3.8, o cantitate L(2) astfel încât 
să, fie satisfăcută inegalitatea 


[on f(z, y)dz| < s2 


Xc- c) 2 


pentru orice £ > L(e) şi pentru toţi y € |c, cu]. Atunci, avem 


ci +00 elc = 
4 du | f(x, y)da| < TOET ai (2.81) 


Capitolul 2 — Integrale depinzând de un parametru 93 


pentru orice / > L(e) şi, în consecinţă, în baza relaţiilor (2.79) (2.80) şi 
(2.81), se obţine inegalitatea 


i af” Feyder- f de |” rau PP 


oricare ar fi (/ > L(e), ceea ce trebuia să demonstrăm. E 


Observaţia 2.3.6 Teoreme similare au loc pentru integrale improprii de 
speta a doua care depind de un parametru. 


Exercitiul 2.3.2 Să se arate că integrala lui Poisson 
+00 2 
I= f e? da (2.82) 
0 


are valoarea egală cu Vn/2. 


Soluţie. În (2.82) facem substituţia x = ut şi apoi înmulţim în ambii membri 
cu e. Obţinem 
0 


Integrând în raport cu u pe intervalul [0, +20) ambii membri ai acestei 
egalităţi şi ţinând cont de definiţia lui 7, găsim 


+00 +00 
J? a) (| T dida. (2.83) 
0 0 


În baza Teoremei 2.3.8 se poate schimba ordinea de integrare în (2.83) astfel 


că putem scrie 
+00 +00 
ja = I (/ aa du) dt. (2.84) 
0 0 


Dar integrala din interior din membrul doi al relației (2.84) este imediată 
pentru că se cunoaşte o primitivă a funcţiei de integrat şi valoarea sa este 


PS 1 1 
ji ue (tt du = 2 ——. (2.85) 
0 21+? 


Din (2.84) şi (2.85) obtinem 


p=2 di T 
20 1+ 4 


de unde găsim în final că valoarea integralei lui Poisson este yr/2. m 
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2.4 Criterii de convergenţă uniformă 


Teorema 2.4.1 (Condiţie necesară şi suficientă de convergenţă uni- 
formă a integralelor improprii de speța doua care depind de un 
parametru) Integrala improprie 


[o f(x, y)dx (2.86) 


este uniform convergentă în raport cu parametrul y pe intervalul |c, d] dacă 
şi numai dacă pentru orice e > 0 există L = L(e) astfel încât inegalitatea 


pr! 
| FA f(&,y)da| < e (2.87) 
p 
are loc simultan pentru orice l’, l > L(e) şi pentru orice y € [c,d]. 


Demonstraţie. Necesitatea. În ipoteza că integrala (2.4.1) este uniform 
convergentă, atunci aplicând Definiţia 2.3.1 rezultă că pentru orice e > 0 
există L = L(e) astfel încât pentru toţi ” > L(e), # > L(e) şi y € [c,d] 
inegalităţile: 


i f(x, y)da| < =: pka f(x, y)da| < - 


sunt îndeplinite. Prin urmare, pentru orice #, /” > L(e) şi pentru orice 
y € |c, d] obţinem inegalitatea 


|S rea] =] f7 fevde- [7 near] < 


E 


< ma f(x, y)da| +| [e read < -4 2 


TE 
Suficiența. Dacă inegalitatea (2.87) are loc pentru orice #, /” > L(e) şi 
pentru orice y € |c, d], conform criteriului general de convergenţă uniformă al 
lui Cauchy pentru integrale improprii, integrala improprie (2.86) este conver- 
gentă pentru orice y € |c, d]. Prin urmare, trecând la limită pentru /” — +00 
obţinem, pentru toţi # > L(e), inegalitatea 


+00 
/ f(z, y)dz| < e < 2, (2.88) 
VA 
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care are loc (v)y € [c, d]. Dar, în (2.88) recunoaştem definiţia uniformei con- 
vergente în raport cu parametrul y pe compactul |c, d] a integralei improprii 
(2.86). ri 


Teorema 2.4.1 este cunoscută sub numele de criteriul general de con- 
vergenţă uniformă al lui Cauchy. 


Teorema 2.4.2 (Criteriul lui Weierstrass de convergenţă uniformă 
a unei integrale improprii depinzând de un parametru). Dacă 


f(z,9)] < g), (Y) ze la, +00), y e [c,d] (2.89) 


şi integrala improprie de speța întâi 


[> g(z)da (2.90) 


este convergentă, atunci integralele improprii 


+00 +oo 
| Fevde si | IPeolde 


sunt uniform convergente în raport cu parametrul y pe intervalul |c, d]. 


Demonstraţie. Fie e > 0 arbitrar. Din convergenta integralei improprii 
(2.90) şi criteriul general al lui Cauchy de convergenţă a integralelor improprii 
deducem existenţa lui L = L(e) > 0 astfel încât condiţia 


T g(z)dz < e (2.91) 


L 


este satisfăcută pentru toţi V, (” > L(e) cu # > V. Pe de altă parte din 
(2.89) şi proprietățile integralelor definite, avem 


[e tendals f 


Atunci, din (2.91), (2.92) şi Teorema 2.4.1 rezultă concluzia teoremei. E 


A 


|f (£, y)ldxz < (le g(x)dz. (2.92) 


Criteriile corespunzătoare convergenței uniforme a integralelor improprii 
depinzând de parametru din funcţii nemărginite şi limite finite de integrare 
se formulează şi se demonstrează întrun mod asemănător. 

De exemplu, criteriul general al lui Cauchy de convergenţă uniformă a 
integralei improprii de speța doua depinzând de un parametru, cu limita 
superioară punct singular, are formularea care urmează. 
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Teorema 2.4.3 (Condiţie necesară şi suficientă de convergenţă uni- 
formă a integralelor improprii din funcţii nemărginite depinzând 
de un parametru). Integrala improprie de speța doua depinzând de un 
parametru 


b , b—A 
Ti = | Haar = imf fæ yde esysd 
A>0 


este uniform convergentă în raport cu parametrul y pe intervalul |e, d] dacă 
şi numai dacă pentru orice e > 0 există 6 = 6(e) > 0 astfel încât pentru 
orice AX şi A” aparținând intervalului (0, min{b — a, 6(2))) inegalitatea 


T 
f f(z, y)da| <E 
BX 
este satisfăcută pentru orice y € [c,d]. 
Exemplul 2.4.1 Să se evalueze funcţia 
+00 
Da) = I e7? cos Brdz, a>0, BER. (2.93) 
0 


Soluţie. Conform criteriului lui Weierstrass, integrala improprie depinzând 
de parametrii a şi 8, definită în (2.93), este uniform convergentă în raport 
cu parametrul 8 pe orice interval compact din IR deoarece 


le-a cos Bz| < e-** 


x — 2 yu ._ v " A 
şi Jo” e-** da este convergentă. Este permisă derivarea în raport cu 8 sub 
semnul integrală în J(a, 8) deoarece în baza aceluiaşi criteriu integrala 


[o sale cos Bz) dz = — il pe ne sin Brda 


este uniform convergentă în raport cu parametrul 8 pe orice interval compact 


din IR. Avem deci 


OJ +00 1 +o d 
gg SP) = -f = milă sin prdz = =f sin fr q- (67% ae. 
Integrarea prin părţi în ultima integrală conduce la ecuaţia diferenţială simplă 

ðJ É 


38 20" 
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din care obţinem 
B? 
Jla, 8) = C(a)e 4a. (2.94) 


Rămâne să determinăm funcţia a > C(a). Luând pentru 8 valoarea zero, 
găsim 
Citi (0040) A edr. (2.95) 
0 
Ultima integrală se obţine din integrala lui Poisson după ce trecem pe z în 


Vaz: i ae 
I(a,0) = al eva dar) = — E. (2.96) 


Din (2.94), (2.95) şi (2.96) rezultă 


Exemplul 2.4.2 Să se calculeze valorile integralelor lui Fresnel 
+00 2 +00 2 
f sin (z)dr şi A cos (x^ )dz. 
0 0 


Soluţie. Punând (x?) = t, obţinem: 


oo 1 pr sint 
made = 3 fat 
i sin (2 dz 2), ap 


Too 1 f+% cost 
2 ERE a sa 
] cos (z)dr = a L dt. 


Din relațiile (2.95) şi (2.96), în care punem a = t şi z = u, avem 
1 


2 +00 cie 


Înmulţind (2.97) cu functia t œ> e sint, k > 0, şi integrând pe [0, +00) 
găsim 


joci 2 +00 +00 
e ET T O 99 
A Vi VT Jo 0 
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Dacă în (2.98) schimbăm ordinea de integrare şi ţinem cont de rezultatul 


1 


+00 
— (ut sintdt = ——— 
J e sin E EETA 


simplu de demonstrat folosind de două ori metoda integrării prin părţi, 
ajungem la concluzia 


+ sint p Di, T 1 
e dt = | — ~ di. 2.99 
0 fe € Jr do  1+(k+u2)2 (2.99) 


Trecând la limită în (2.99) pentru k — 0 deducem 


+œ sint 


S Aa E- Ca 
o yt Ono Lut yT V2 


(2.100) 


În acest mod se găseşte în final că valorile celor două integrale Fressnel sunt 


egale şi 
+00 +00 1 
A sin (22)dzr = 1 cos (x° jde = = Ja 
0 0 2V2 


După cum s-a mai afirmat, integralele lui Fressnel sunt utilizate în optică. m 


Exemplul 2.4.3 Pornind de la valoarea integralei improprii de prima speţă 
studiată în Exemplul 1.12.3, să se demonstreze, în baza Teoremei 2.3.5, că 
pentru 0 < p < 1 are loc relația 


+0 pp-l 
f =n (2.101) 
o 1+t sin pr 


Soluţie. Din (1.103) e E N. E 
oluţie. . vem di = . . Dacă în 
si ai e ET e 2n sin Hy 
această integrală efectuăm substituția z = tan, obţinem 
2m+l 
+00 ţ în 1 T 


sın 


g S 


egalitatea precedentă devine 


+0 pp-l T 
T dpi Ea, (2.103) 
o 1+t sin pr 


2 1 
Cu notația p = ma 
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în care deocamdată p este număr raţional. Să extindem valorile pe care le 


poate lua p între 0 şi 1, considerând că p € RN (0,1) şi să observăm că 
p—1 


funcția reală de două variabile reale f(t) = este continuă pe mulţimea 


(0, +20) x (0, 1). Despărţind intervalul de integrare în subintervalele (0, 1] şi 
|1, +00) şi aplicând criteriul lui Weierstrass integralelor improprii depinzând 


de parametrul p 
1 pl oo pp-l 
Í di şi f dt 
o et ı1 l+t 


în care funcțiile g(t) sunt respectiv egale cu 


d ca 
iea a IRC LU are 
+œ pp-l 
unde 0 < pı < pa < 1, vedem că integrala ] EF este uniform conver- 
gentà în raport cu parametrul p pe orice ioral S [pı, p2]. In baza 


Teoremei 2.3.5, rezultă că integrala improprie dt este o funcţie con- 


tinuă de paramatrul p pe intervalul (0, 1). Cum orice număr real este limita 


unui şir de numere raţionale putem afirma că p € (0,1) este limita pentru 


i i R : 2m +1 
m —> +œ şi n — +% a şirului numeric cu termenul general egal cu T. 
n 


unde 0 < m < n. Trecând la limită în (2.102) pentru m — +oo şi n — +00 
ajungem la egalitatea (2.101), care trebuia să o demonstrăm. E 


2.5 Integrale Cauchy-Frullani 


Definiţia 2.5.1 Se numeşte integrală Cauchy-Frullani! integrala impro- 
prie de speța întâi depinzând de doi parametri 


] ej (00) R (2.104) 


IX 


unde 0D<a<b<+o. 


1Frullani, Giuliano (1795 — 1834), matematician italian. 
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Teorema 2.5.1 Dacă f e C!(]0,+00)), derivata f' este integrabilă în sens 
generalizat şi f are limita finită f(+o0) când x — +00, atunci 


ji fbx) — flar) e = [f (+00) sa F(0)] la î (2.105) 


T 


Demonstraţie. Din ipotezele f! este integrabilă în sens generalizat şi f are 
limită la infinit, în urma aplicării formulei Leibniz-Newton de calcul a unei 
integrale improprii de speța întâi convergente, deducem 


i m ZI aaa pios lo), (2.106) 


In baza criteriului lui Cauchy, aceleaşi ipoteze asigură uniforma, conver- 
genţă a integralei improprii 


Ju) = | E as (2.107) 


în raport cu parametrul u pe intervalul [a,b]. 

Într-adevăr, din Teorema Bolzano-Cauchy de existenţă a limitei finite a 
funcţiei f în punctul de la infinit rezultă că oricare ar fi e > 0 există N (e) > 0 
astfel încât oricare ar fi z’, z” > N (e), avem 


|f(£) — f (£| < ae. (2.108) 


Schimbarea de variabilă ux = t în integrala definită f'(ux)dx, urmată 
A! 


de integrarea prin părţi şi utilizarea inegalităţii (2.108), conduce la 


j i k (edr 


A'u 


i f'(ux)da| 
paa — f(A'u) | 


u 


(2.109) 


IA 


1 
-|F (A"u) — f(A'u)| <e 
a 

1 i 
oricare ar fi A', A” > -N (e) şi oricare ar fi u din intervalul [a,b]. In baza 


criteriului lui Cauchy de convergenţă uniformă a unei integrale improprii 
depinzând de un parametru rezultă că integrala (2.107) este uniform conver- 
gentă în raport cu parametrul u pe intervalul [a,b], iar valoarea sa este 


ji faze: Ac Ba AA (2.110) 


IX 
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Având în vedere (2.110), rezultă că putem scrie 


|” Da) ter) dr = [az [ri Fada (2.111) 


Aplicând Teorema 2.3.7 în ultima integrală din (2.111), obtinem 


da f f'(ux)du = f du je f'(ux)dz. (2.112) 


În ultima integrală din (2.112) efectuăm schimbarea de variabilă ux = t şi 
folosim (2.106). Obţinem 


e du "(uz jar = f Susa) ZAO u 


(2.113) 
PR 
Relaţiile (2.112) şi (2.113) conduc la (2.105). E 


Teorema 2.5.2 Dacă funcția reală de variabilă reală f : [0, +00) — R nu 
are limită finită în punctul de la infinit, însă integrala improprie de tipul întâi 
FO F(T PATEA n 
Í Oy, unde A > 0, este convergentă şi f este derivabilă în origine, 
z 


A f 
atunci 


[o Ac Bt AC: SRI (9 (2.114) 


£ a 


Demonstrație. Integralele depinzând de parametrul s : 


a FU a f0 TOZU T FE = 10) (2.115) 
t 0 t 

sunt proprii, singularitatea în origine fiind aparentă deoarece funcţia de sub 

semnul integrală poate fi prelungită la toată semiaxa, [0, +00) atribuindu-i 

ca valoare în origine limita sa în origine care este f'(0), ce din ipoteză există. 

Efectuând schimbările de variabilă t = az în prima integrală (2.115) şi t = br 

în cea de a doua, avem 


“0-0 ADO 
0 t i 


010 a g 10, 


0 


(2.116) 
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În consecinţă, 
[Ea pe Oa ro ft 
ci e oii 


Ultima integrală din (2.117) poate fi facută oricât de mică de îndată ce s este 
foarte mare, ceea ce înseamnă că 


(2.117) 


A E A 2 RE N PALA (2.118) 


s—+to Jo T a 


Definiţia. convergenţei unei integrale improprii de speța întâi şi relaţia 
(2.118) demonstrează egalitatea (2.114). E 


Exercitiul 2.5.1 Folosind eventual integralele Cauchy-Frullani, să se stu- 
dieze următoarele integrale improprii depinzând de parametri şi în caz de 
convergenţă să se precizeze valorile acestora: 


+o e br — ear 
A d, 0<a<b; 
0 T 


a) (a,b) 


b) I>(a,b,p, q) 


+œ 1 4L e-br 
A j e dz, pq>0, 0<a< b; 
z pge 


c) (a,b) = 


arctg (bx) — arctg (ar) iz Azi acut 


0 £ 


d) Lab) = E oca< 


ET E T sin (a) sn Corn vtip 


H Ba = J E E a Opta 


x2 


O 


O 


O 
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—b2x2 — 
+0 e-bz — eat 


Diab) = | 


0 £ 


+o In (1 + b2r2)—In (1 + a°?) 
2 


dx, 0< a] < |b]; 


h) Blab) = f 


dx, 0< ļaļ| < |bl; 
0 z£ 


+œ aln (1 + br) — bln (1 + ax) 
2 


dx, 0<a< b; 


Ò) Ilat) = f 


0 £ 


j) I ola, b) 


bl — 
l T cos(az)dr, a # b; 


T£ 


EE EE Au a sin (bx) — bsin E) za pordi 


z2 
Lo eo br” E, ear" 
D ha(a,b) = d —————dr, n>0,a>0,b>0; 
0 T 
+00 —bzr _ p—ax\)2 
m) Igla, b) = f ETT N A 0<ax< b; 
0 T 
+o p—bt _ par b — —ax 
n) Lalab) = J Dn S 
0 T 


PIER: i 
PR i sin (ba) : sin Car Tacan 


Soluţie. După cum vom constata, unele din integralele de mai sus ori sunt 
integrale Cauchy-Frullani de tipul celor descrise în Teorema 2.5.1 şi Teorema 
2.5.2, ori se reduc la una din acestea. 


a) Fie f : [a,+o00) — R, f(x) = e *. Rezultă că această funcţie satisface 
ipotezele Teoremei 2.5.1. Deci 


hlad) =[fo)- FD)? = tab) = mi 


b) Înlocuind logaritmul câtului cu diferenţ logaritmilor numărătorului şi nu- 
mitorului se deduce că funcţia f din Teorema 2.5.1 este f(x) = ln (p+ ge”). 
Deoarece f(0) = In (p + q) si f(+o00) = Inp, rezultă că 

a 


Ip ab) = (+ si 
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c) f(x) = arctg z, f(0) = 0, f(+20) = =: deci Is(a,b) = me: 


d) f(x) = cosz, f(0) = 1. Nu există lim f(x), în schimb integrala improprie 
+0 cos g 


de speța întâi dx, unde A > 0, este convergentă în baza criteriului 
lui Dirichlet (vezi Teorema 1.11.2)). Prin urmare, conform Teoremei 2.5.2, 


avem (a,b) = In 5 


cos |a — Bz — cos |a + să SE 


2 
1 1 
z COST, a = la + B| şi b = |a — 6|. Prin urmare I;(a,b) = ae 


e) Deoarece sin (az) sin (8x) = 


1 1 
f) Scriind -= ( — -y gi aplicând metoda integrării prin părți, avem 
zT T 


Ie(a,b) — | teos (bx) — cos G => 


T 


+00 


= -Ž (cos (bx) — cos (ax)) |; + 


+œ asin (az) — bsin (bz) , +œ sint 
+ f - de = (a » f SIL i. 


Integrala la care s-a ajuns este integrala lui Dirichlet, a cărei valoare, con- 
T T 
form relației (2.51)), este z Prin urmare, Is(a,b) = gta — b). 


g) Procedând ca la punctul precedent, obţinem 


= 2 2 _ e—b2a2 
I-(a,b) Tr N | 


92 
+00 +o qg?re7 t — bre 
+ 2 
0 0 


Ultima integrală este integrala Euler-Poisson (vezi Exemplul 2.3.2) a cărei 


valoare este Sai Deci, I-(a,b) = (a — b) yT. 
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h) Se integrează prin părţi şi se găseşte 


2 [1 1 A iai 1 
rab) = W ppt W ropt- 


= 2barctg (bx) i 


— 2a arctg (a = (ba). 


i) Pentru calculul integralei Ig(a,b) observăm că se poate scrie 


ln(1+br) Im(l+az) 


+00 
ba ax 
I = f 
ola, b) ab | i da 


Funcţia f(x) din Teorema 2.5.1 este 
BU Ea) dacă «x€ f0, +00) 
1, dacă z=0. 

Avem „im, f(x) =0 si f(0) = 1. Prin urmare, Ig(a, b) = abln = 


j) Integrala Io(a,b) se poate scrie în forma 


1 f+% cos (ax) —cos(a+b)z 
Lola, b) a = ( ) 7 ( ) dz-+4 


+00 = = 
T cos (bx) — cos |a ble ir. 
2 Jo $ 


Ambele integrale fiind integrale Cauchy-Frullani de tipul celei din Teorema 
2.5.1, rezultă că 


a 1 a 1 a? 
ln = : 
la—b| 2 |a2—82| 


1 
Iola, b) = ep H 2 


k) Mai întâi, avem 


sin (az) sin (br) 
Ila b) = ab | —az boz q 
1u(a,b) =a A 7 T. 
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Apoi, se vede că funcţia f din Teorema 2.5.1 este 


a dacă «x€ f0, +00) 


1, dacă æ= 0, 


iar lim = 0. Prin urmare, Iu(a,b) = abln ab. 


L—+O 


1) Scriem întâi 
+œ e— br” 2 e— ax” 
L ldr 


ada A 


0 z 
şi apoi efectuăm schimbarea de variabilă x” = t. Obţinem 


1 pt —bt _ p—at 
Iola, b) = z) £ P E dt. 


1 
Folosim acum Jı(a,b). Prin urmare, ha(a,b) = — In ` 
n 


b 


m) Se aplică metoda integrării prin părți şi obținem 


+oo p—(a+b)xr _ p—2ax +o pl 
jisla, 5). = 2a | = dr 2 | 
0 T£ 0 


a+b)z _ e7 2x 


dz. 


) 

z 
Ambele integrale sunt integrale Cauchy-Frullani care se încadrează în Teo- 
rema 2.5.1. In acest mod valoarea integralei inițiale este 


(2a)? (2b)? 


Izla, b) — In (a + b)+)" 


n) Se integrează prin părţi şi se ajunge la 


+o pat _ p—bz +00 
I4(a, b) = oi de — a(b — a) f ed. 


Prima integrală este integrală Cauchy-Frullani, iar a doua este imediată. Se 
obţine 
b 
Iua(a,b) = bln- +a — b. 
a 


o) Jıs(a, b) este diferenţa a două integrale Dirichlet. Într-adevăr, 


hsa o) = | i OD alo) - iso ala (e) a, 


ax 
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T 
Fiecare integrală are valoarea —, deci Jı5(a,b) = 0. Această integrală este 


totodată integrală Cauchy-Frullani care se încadrează în Teorema 2.5.2, func- 
tia f fiind f(x) = sing. Pentru că valoarea în x = 0 a funcţiei f este nulă 
rezultă că Iis(a,b) = 0. E 


2.6 Integralele lui Euler 


2.6.1 Definiţiile funcţiilor Beta şi Gama 


Definiţia 2.6.1 Integrala depinzând de parametrii p şi q, 
B(p.q) = 7 zP-1(1 — x) ldz, (2.119) 
se numeşte integrala Euler de primul tip sau funcţia Beta. 
Definiția 2.6.2 Integrala improprie depinzând de parametrul p, 
Tip) Ad x” le "dg, (2.120) 
se numeşte integrala Euler de tipul al doilea sau funcţia Gama. 


Funcţiile (2.119) şi (2.120) joacă un rol important în diferite domenii ale 
matematicii şi ale matematicii fizice. După cum se va arăta, funcția Beta 
se exprimă în funcție de funcţia Gama şi din acest motiv vom prezenta mai 
întâi proprietățile funcției Gama. 


2.6.2 Proprietăți ale funcției Gama 


Teorema 2.6.1 Integrala improprie (2.120) este convergentă pentru 0 < p < 
+00, divergentă pentru p < 0 şi uniform convergentă în raport cu parametrul 
p pe orice compact |po, P], unde 0 < po < P < +00. 


Demonstraţie. Dacă p — 1 < 0, integrandul din (2.120) are un punct 
singular în limita inferioară. Să despărţim intervalul de integrare în două 
subintervale, de exemplu [0,1] şi [1, +00), prin intermediul punctului z = 1. 
Avem 


+00 1 +00 
J r” te "dr s arme de + | r” te "dr. (2.121) 
0 0 1 
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Primul termen din membrul doi al egalităţii (2.121) este o integrală im- 


proprie de speța a doua dacă p — 1 < 0, cu punctul singular în limita infe- 
1 pT 


rioară. Scriind această integrală în forma dz şi aplicând criteriul de 


1-p 
comparaţie în a, formularea cu limită, deducan că integrala este convergentă 
dacă 1 — p < 1, adică dacă p > 0, şi divergentă dacă p < 0. 

Cel de al doilea termen din membrul al doiea al egalității (2.121) este o 
integrală improprie de speța întâi convergentă pentru toate valorile reale ale 
lui p. Într-adevăr, pentru a arăta aceasta să remarcăm că egalităţile 
xP+tt xrtI 


lim zf(z) = lim g’ le *= lim = (p+ 1) lim 
L—+00 T—-+00 z—+oo et z-+o e 


= 0 


sunt satisfăcute pentru orice p € R. 
; +00 
In consecință, integrala improprie T zP-le- da este convergentă pen- 
0 
tru orice p > 0 şi divergentă pentru p < 0. 

Să demonstrăm că integrala improprie (2.120) este uniform convergentă 
în raport cu parametrul p pe orice interval finit |po, Po], unde O < po < 
P) < +00. Ca şi în cazul convergenţei obişnuite a acestei integrale, scriem 
[0,+00) = [0,1] U [1, +00) şi studiem convergenţa uniformă în raport cu 
parametrul p a integralelor improprii 


1 i +00 j 
1 a e~ "dxz gi I £? e~ "de. 
0 1 


Când p > po > 0 şi z € [0,1], functia de integrat satisface inegalitatea 
1 

xPleT® < aP-l iar integrala A zP9- da este convergentă dacă po > 0 şi 
0 


are valoarea 1/po. 
Conform criteriului lui Weierstrass de convergenţă a integralelor improprii 


depinzând de un parametru, rezultă că integrala J zP-le- da este uniform 
0 
convergentă în raport cu parametrul p pe intervalul |po, +00), unde po > 0. 
A 
Evaluând integrala A zP-le- da pentru p — 0 +0 şi A =const> 0 se 
0 
observă, că 
A A XP 
f x” le "dr > e] DP lg = — —> +0 
0 0 pe 


1 
şi, în consecinţă, putem afirma că integrala J zP-le- “da nu este uniform 


0 
convergentă în raport cu parametrul p pe intervalul (0, +00). 
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Tot datorită criteriului lui Weierstrass rezultă că integrala improprie de 
+00 
speța întâi T zP-le- "dg este uniform convergentă în raport cu parametrul 


1 
p pe orice interval de forma (—o0, P], unde P) < +00, deoarece 


pp lee ao le pentru “| Au oo, -o <p< P) 


+00 
gi integrala J z!0- le” “dz este convergentă. 
1 


+00 
Integrala improprie Ji zP-le- da nu converge uniform în raport cu 


1 
parametrul p pe intervalul (—o0, +00). Pentru a justifica această afirmaţie, 


p 


evaluăm integrala i zP-le-*dz pentru £ > 1 arbitrar, dar fixat şi pentru 


[ 
valori mari ale lui p, deci pentru p — +oo. Pentru orice număr întreg, N > 0 
găsim valori ale lui p astfel încât p— 1 > N, deoarece p — +oo. Prin urmare, 
pentru astfel de p se poate scrie 


+00 +00 +00 +00 
f zP-le-2da > j Ne 2da = — e7 cul $ + N f aN-le- "de. 
4 g z= g 


Aplicând repetat integrarea prin părți pentru calculul integralei improprii 


+00 
f zrN-le-*dz în final se găseşte 
t 


+00 
A Plede > (EN + NON N(N — 100 2+...+ Ne L — Hoo 
2 
când N — +00. În consecinţă, 
+00 
lim zP-le-tdz = +00, (V) L >0. 


p>+ Jg 
A S 
Astfel, integrala improprie A Pe “dz este uniform convergentă în ra- 
0 
port cu parametrul p pe orice interval |po, +00) cu po > 0 arbitrar, dar fixat, 
+00 1 
iar integrala imroprie f x?” e~ “da este uniform convergentă pe orice in- 


terval (—o0, P], unde P este un număr finit, arbitrar. 

Aşadar, ambele integrale sunt simultan uniform convergente în raport cu 
parametrul p pe orice compact [po, Po], unde O < po < Po < +0, ceea ce 
dovedeşte că integrala improprie (2.120) este uniform convergentă în raport 
cu parametrul p pe orice compact |po, Po], ceea ce trebuia de demonstrat. m 
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Teorema 2.6.2 Funcţia T definită în (2.120) este o funcţie continuă pe in- 
tervalul (0, +00). 


Demonstraţie. Funcţia de integrat, f(z,p) = 2P-le-€, este continuă pe 
mulţimea, (0, +00) x (0, +00), iar conform 'Teoremei 2.6.1 integrala improprie 
(2.120) este uniform convergentă în raport cu parametrul p pe orice interval 
finit |po, Po], unde 0 < po < Py < +o. Prin urmare, conform Teoremei 


+00 
2.3.5, rezultă că integrala T(p) = f zP-le- da este funcţie continuă pe 
0 


intervalul (0, +00). = 


Teorema 2.6.3 Funcţia T definită în (2.120) este infinit diferenţiabilă, de- 
rivata de ordin k exprimându-se prin integrala improprie depinzând de pa- 
rametrul p 


T” (p) a Pt (Ingre "dr, k=1,2,3,--. (2.122) 

0 
Demonstraţie. Derivarea formală în raport cu parametrul p în (2.120) 
conduce la egalitatea 


T'(p) = o r”! (In ze” de. (2.123) 


Egalitaea (2.123) poate fi justificată arătând că integrala improprie (2.123) 
este uniform convergentă în raport cu parametrul p pe orice interval finit 
[po, Po], unde 0 < po < Po < +00, iar derivata parţială în raport cu variabila 
p a funcţiei de integrat f(x, p) = zP-le-* este o funcţie continuă pe mulţimea 
(0, +00) x (0, +20). Faptul că integrala improprie (2.123) este uniform con- 
vergentă în raport cu parametrul p pe orice compact [po, Po] se demonstrează 
aplicând criteriul lui Weierstrass integralelor 


1 +00 
A 1P-L(In ze” "dr şi | x” (ln ze” "dz, 


0 1 


+00 


1 
funcțiile g(x) din integralele A g(x)dz şi J g(x)dx fiind date respectiv de 
0 1 


glx) =x™t|Ing| şi g(x) = xz™7!]| inele 


Pentru obținerea derivatei secunde a funcţiei T (p) se aplică raționamentul de 
mai sus funcției I”(p) din (2.123). Din aproape în aproape se obţine (2.122) 
şi teorema este demonstrată. m 


Capitolul 2 — Integrale depinzând de un parametru 111 


Să stabilim acum o formulă de recurenţă pentru funcţia I. Aplicând în 
(2.120) formula integrării prin părţi, obţinem 
+00 
pr(p)= lim rPe” -— lim se € + | xPe "dz. 
x—0+0 0 


L—+O 


Însă, aplicând o teoremă de tip Hospital, obţinem 


lim ze” = lim 46. *=0, 
xz— +00 x—0+0 
deci 
+00 
poje etda, 
0 
adicà 


Pip + 1)= prip): (2.124) 


Aplicând în mod repetat această relație de recurenţă, obţinem 
[(p+n)=(p+n-1)(p+n-—2)--:(p+ Ipl(p)- (2.125) 


Din (2.125) rezultă că este suficient să cunoaştem valorile funcţiei I pen- 
tru orice p pozitiv şi subunitar pentru a obţine valorile lui I pentru toate 
celelalte valori pozitive ale lui p. De exemplu 


rÈ) =r(2 +2) = (2 +2-0(a+2-2r(0)=7(3). (2126) 


Pentru a finaliza relaţia (2.126) este necesar să ştim valoarea lui T (p) pentru 
1 
p= 2? i a 
r(>) ==] rede. (2.127) 
0 


Punând în (2.127) z = t? şi ţinând cont de integrala Poisson, obţinem 
1 oo 
T(3) = 2 | raga VT. (2.128) 
2 0 2 


5 
Din (2.126) şi (2.128) rezultă D(z) = Va. 
Luând, în (2.125), p = 1 şi ţinând seama că 


+00 
r1) =] e-2dr = 1, (2.129) 
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rezultă, 
T(n+1)=nl. (2.130) 


Cu alte cuvinte, funcţia I este, întrun anume sens, o generalizare a 
noţiunii de factorial; putem spune că prin intermediul funcţiei I noţiunea 
de factorial capătă sens pentru orice număr pozitiv. 

Funcţia I este de cea mai mare importanţă în analiză. Ultima proprietate 
stabilită face să se întrevadă această importanţă. 


Teorema 2.6.4 Există o valoare pọ a lui p, în intervalul (1,2), astfel încât 
funcţia T (p) este strict descrescătoare pe intervalul (0, po) şi strict crescătoare 
pe (po, +00). 


Demonstraţie. Din expresia (2.119) a funcţiei T (p) deducem că, pentru 
p > 0, valorile sale sunt pozitive. De asemenea, din (2.124) avem 


r(p+1) 


T'(p) = 7 


pentru p > 0 şi deci T (p) — +oo pentru p —> 0 + 0 deoarece T (p 
T(1) = 1 pentru p —> 0 + 0. Mai mult, se poate arăta că „n Lp p) 

Observând că din relaţiile (2.128) şi (2.129) avem că r(1) = mi = 
1 şi folosind Teorema 2.6.1 şi Teorema 2.6.2, constatăm că pe intervalul 
[1,2] funcţia T satisface ipotezele Teoremei lui Rolle. Conform acestei teo- 
reme derivata I”(p) se anulează întrun punct po € (1,2). Deoarece T”(p) = 


2 a 


+00 
J xr”! (In z) e7 “dz > 0 pentru orice p > 0 rezultă că derivata I'(p) este 
0 


o funcţie monoton crescătoare pe intervalul (0, +00). În consecinţă, derivata 
T'(p) nu are alte rădăcini, în afară de po, în intervalul (0, +00). În plus, 
I'(p) < 0 pentru p < po şi I'(p) > 0 pentru p > po deoarece I'(p) este o 
funcţie monoton crescătoare. Deci, funcţia I (p) are numai o valoare extremă 
pe intervalul 0 < p < +00, şi anume un minim în punctul p = po. 


2.6.3 Proprietăţi ale funcţiei Beta 


Teorema 2.6.5 Integrala improprie de speța a doua (2.119) este convergentă 
pentru p >Q şig>0. 


Demonstraţie. Dacă p > 1 şi q > 1, funcţia de sub semnul integrală este 
continuă pe [0, 1], deci integrala are sens chiar pe [0, 1] ceea ce arată că (2.119) 
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este o integrală definită sau proprie. Dacă cel puţin unul din numerele p şi q 
este mai mic decât 1, integrala (2.119) este una improprie de speța a doua şi 
pentru studiul naturii acesteia vom descompune intervalul de integrare prin 
intermediul punctului 1/2. 

Dacă p < 1, atunci din cele două integrale care rezultă după descom- 
punerea intervalului [0, 1], integrala 


1 zi 
J 2 (1 a dz 
0 IP 
este improprie de speța a doua cu limita inferioară punct singular. Aplicând 
criteriul de comparaţie în a, în varianta cu limită, constatăm că pentru 1—p < 
1, deci pentru p > 0, această integrală este convergentă. 
Dacă q < 1, atunci integrala 


i gP 
J a 


2 


este improprie de speța a doua cu limita superioară punct singular. Aplicând 
acelaşi criteriu de comparaţie, deducem că integrala este convergentă pentru 
1—g < 1, deci pentru q > 0. 

Deci, pentru p > 0, q > 0, integrala (2.119) este convergentă. Prin 
urmare, putem spune că funcţia B(p, q) este definită în porţiunea de plan cu 
ambele coordonate strict pozitive. E 


Teorema 2.6.6 Funcţia Beta este simetrică în variabilele sale p şi q, adică 


B(p,q) = B(q, p). (2.131) 
Demonstraţie. În integrala (2.119) efectuăm schimbarea de variabilă x = 
1 — t şi constatăm că are loc (2.131). E 


Să aplicăm integralei (2.119) teorema de schimbare de variabilă pentru 
integrale pe interval necompact, punând 


> u 
= lpw 


x = p(u) (2.132) 


Funcția p este derivabilă, cu derivată continuă pe (0, +00), şi aplică intervalul 
(0, +00) pe intervalul (0, 1). Din faptul că derivata 


PASEA 1 
Pe) a 
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este pozitivă pe (0, +00), rezultă că y este funcție strict crescătoare pe 
(0, +00), deci toate condiţiile pentru aplicarea schimbării de variabilă definită 
de (2.132) sunt îndeplinite. Avem 


1 +00 up 
P-1(1 — g\ tdr = = 
f r” (1 — x) dr J CeO arr ar 


-] (Fapta 


deci 


Bip.) = | 


i CES Fur du. 


Integrala din membrul doi al relației (2.133) o scriem în forma 


————du = | —— du, 2.134 
, (Fer | (puri l (Fuj l ) 


iar în cea de a doua integrală din membrul doi al acestei egalități efectuăm 


(2.133) 


schimbarea. de variabilă u = —. Obţinem 
y 


+œ uP! d 1 yrl 4 
— du, = dy. 2.135 
| Ceapa he apa (e 


Din (2.133), (2.134) şi (2.135) deducem o nouă expresie pentru valorile func- 
tiei Beta, şi anume 


1 uP + yI! 
B(p,q) =f E 


Această expresie arată că funcţia Beta este de fapt o integrală improprie cu 
punctul singular doar în limita inferioară. 


Teorema 2.6.7 Dacă q > 1, atunci funcția Beta satisface relația de recu- 


rentă 
q—1 
Bipa = — B =), (2.136) 
pal 
iar dacă p > 1, atunci 
p—1 
Bina) = Peg): (2.137) 
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A ? DE PRENES: TPV, 
Demonstraţie. Să presupunem întâi că q > 1. Scriind că z?! = (—) gi 


aplicând integralei (2.119) teorema de integrare prin părţi pentru integrale 
improprii, obținem 


-1 øf 
B(p, q) = o P1 — £)? dz. (2.138) 


Utilizând în (2.138) identitatea z? = x?™! — zP-1(1 — x), deducem 


q = 
B(p,q) = e ua == ul q), 


de unde rezultă (2.136). 
Ţinând seama de (2.136 şi presupunând că p > 1, în baza relaţiei de 
simetrie (2.131), avem (2.137) şi teorema este demonstrată. E 


Aplicând în mod succesiv formula (2.136) pentru diferite valori naturale 
ale lui q, obţinem 
n—1 n—2 1 
p+n-—-1 p+n-2 p+1 


B(a,n) = B(p, 1). 


7 1 
Insă B(p,1) = f x”™'dx = 1/p, deci, ţinând seama de (2.131), obţinem 
0 


(n — 1)! 
p(p + l)(p+2)---(p+n-1) 


B(p,n) = B(n, p) = (2.139) 


Luând în rolul lui p un număr natural m, din (2.139) rezultă, multiplicând 
numărătorul şi numitorul cu (m — 1)!, 


(n — 1)!(m — 1)! 
(m+n-— 1)! 


B(m,n) = B(n,m) = 


2.6.4  Relaţie între funcţiile Beta şi Gama 


Să cercetăm acum dacă între funcţiile Beta şi Gama există vreo relaţie. Pen- 
tru aceasta vom avea nevoie de o altă expresie a funcţiei I şi în acest sens 
vom aplica integralei (2.120) teorema de schimbare de variabilă, punând z = 


p(u) = In —. Această funcţie aplică intervalul (0, 1) pe intervalul (+00,0). 
u 
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De asemeni, ọ este strict monotonă pe (0, 1), derivabilă, cu derivată continuă 
e (0,1) şi p'(u) = —1/u. Avem 


de unde rezultă i i 
ci 
T(p) = n (în) du. (2.140) 
0 


Pe de altă parte, funcţia In este limita unui şir de funcţii reale (fn), 


cu termenul general funcţia continuă fn = n(1 — ur), definită pe intervalul 
(0, +00). Deci, 


A 1 1 
lim falu) = „im n(1 — ur) = In —. (2.141) 


n— +00 u 


Şirul de funcţii (fn) este strict crescător deoarece funcția reală de vari- 


abila reală z definită pe intervalul (0, +00), cu valorile date de este 


crescătoare, având derivata pozitivă. In plus, funcția In este continuă şi 


prin urmare, conform Teoremei 2.3.1, convergența şirului de funcţii (fn) este 
uniformă. Putem deci aplica teorema de trecere la limită sub semnul integrală 
şi obţinem, în baza relaţiilor (2.140) şi (2.141), 


T(p)= lim n”! je (1 — u7 )du. 


N—+A 


Făcând în ultima integrală schimbarea de variabilă u = y”, obţinem 


T(p) = lim m f yo 1 )P-Ldy = „ln nPB(n,p). (2.142) 


n—+00 


Ţinând seama de relaţia (2.139), rezultă 


T(p)= lim n?” = 


n pto pra C 


Relaţiile (2.142) şi (2.143) stabilesc, între funcţiile B şi T, o legătură 
mijlocită de o trecere la limită. 
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Să stabilim o legătură mai simplă între aceste două funcţii. În acest 
scop, aplicăm integralei (2.120) schimbarea de variabilă x = ty, unde t > 0. 
Obţinem 


T +00 
a =| yP le” "dy. (2.144) 
Înlocuind în (2.144) pe p cu p +q, în care q > 0, gi pe t cu 1 + t, găsim 
T(p+ q) IO a al zile 
eta [prietene eu 


Înmulţind ambii membri ai acestei egalităţi cu t~! şi integrând, în raport cu 
t, pe intervalul (0, +00), obţinem 


{P71 


+00 


(2.146) 
m [7 dt Ad PP lypptao le U+dudy, 
0 0 


Însă, în baza relaţiei (2.133), integrala din primul membru al egalităţii (2.146) 
este egală cu B(p,q), astfel că putem scrie 


+00 +00 
T(p +q): B(p,q) = I dt f yP TTI elet dy, (2.147) 


Să demonstrăm acum că este permisă schimbarea ordinii de integrare în 
integrala din membrul al doilea al relaţiei (2.147) pentru p > 1 ṣşiq > 1. 
Pentru aceasta trebuie să arătăm că cele cinci ipoteze ale Teoremei 2.3.8 
asupra schimbării ordinii de integrare întro integrală iterată sunt îndeplinite. 
Întradevăr: 


(a) funcția 
fly, t) = yP! tP-le-(i+tty > 0 


este continuă pentru 0 < y < +0, 0 < t < +œ; 


(b) dacă p > 1 şi q > 1 integrala din membrul doi al relației (2.146) este 
convergentă; 


(c) integrala 


TO Te ai 1 
VA f(y, t)dy = I PlyPtH e- OHY dy 
0 0 
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este o funcţie continuă de variabila t pe intervalul (0, +00) deoarece, în baza 
relaţiei (2.145), avem 


+00 pl 
iar I, după Teorema 2.6.1, este funcţie continuă; 
(d) integrala 
| udă f(y, dt = l m tP-Iyppta-le- OHY dt (2.148) 


este de asemeni o functie continuă pe intervalul (0, +00) deoarece din (2.148) 
avem mai întâi 


ice 1 TOS E RE 
i fly, dt = pt e | t~ e "dt, 
0 0 


iar apoi, după schimbarea de variabilă u = ty, 


pă Tutis y eE (2.149) 


membrul doi al acestei relații fiind o funcție continuà de y pe intervalul 
(0, +00); 


(e) integrala improprie de prima speță 


e dy [o f(y, tdt 


este convergentă deoarece, conform egalităţii (2.149) şi definiţiei (2.120) a 
funcţiei T (q), avem 


+00 +00 
1. dy y f(y, dt = Tip): Tg), (2.150) 
iar membrul al doilea este număr real. În consecinţă, integrala iterată 


+00 +00 +00 +00 
i dt A f(y, t)dy = ] dt T yet ele H Ydy (2.151) 
0 0 0 0 


este convergentă şi egală cu integrala din primul membru al egalităţii (2.152). 
Aşadar, din (2.147), (2.152) şi (2.151) deducem că pentru p > 1 şi q > 1 are 
loc identitatea 

F(p) -T(4) 


B(p,q) = Ter (2.152) 
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numită formula lui Jacobi ce dă legătura între funcţiile B şi I ale lui Euler. 
Pentru a extinde relaţia (2.150) la toţi p > 0 şi q > 0 scriem din nou 
această, relaţie pentru p > 1 şi q > 1 şi aplicăm apoi formulele de recurenţă 
(2.136) şi (2.137) membrului său stâng şi formula de recurenţă (2.124) mem- 
brului drept. 
Dacă în relaţia (2.133) considerăm că q = 1 — p, atunci ea devine 


Bp1-)= | 


l+u 


du, (2.153) 


unde 0 < p < 1. În Exemplul 2.4.3 (vezi relaţia (2.101)) am arătat că integrala 


din (2.153) are valoarea 


, prin urmare avem 
T 


B(p,1 — p) = a pentru 0<p<1. (2.154) 


Relaţia de recurenţă (2.152), împreună cu (2.129) şi (2.152) conduc la relaţia 
importantă 


T 
T(p)-T(1—p) = aT pentru 0<p<1. (2.155) 


Exercitiul 2.6.1 Folosind funcțiile lui Euler, să se calculeze integrala 


+00 Va 
T= —— drz. 
| (1 B 


53 
Soluţie. Se observă că I = EU a iar dacă folosim relația (2.152), ob- 
tinem 
5 3 
24004) 
4 4 
I 2.1 
re) (2.156) 
Conform relaţiei de recurenţă (2.124), avem: 
5 1 1 
r(2)=1-r(1)=1; T(-)=—.-T(o). 
D=; rË) = iró) 


Dacă introducem aceste valori în (2.156) şi folosim (2.155), găsim 


“aA sin A 


1 HaC) alo a- Tv2 
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27 = y 
Exercitiul 2.6.2 Să se calculeze integrala J = f sin? z - cos? zdz. 
0 


75 
Soluţie. Cu substituţia sin? x = z suntem conduşi la relaţia J = 2B(7 3) 
3r v2 


gi procedând ca la calculul integralei precedente, găsim J = TE 


T 


Exercitiul 2.6.3 Să se studieze integrala I = T sinP-1 z cost-l gdz, unde 
0 


p>0 şiq>0. 


Soluţie. Efectuând schimbarea de variabilă sin? z = z, obținem 


u 


2 = pl q—1 1 f ea ai 
sin”™ gcos gdz = ahe (1 —z)2 = 
0 0 


_l-(P ad Sa 
PSD (32) 2 TE 


p 
je: sinP-l ada = i . (3) 
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Integrale curbilinii 


3.1 Drum, drum rectificabil, curbă 
Fie xOy un reper cartezian în plan, i şi j versorii acestuia şi cercul de ecuaţie 
r +y =l. (3.1) 


Un punct M(x,y) aparţinând acestui cerc poate fi considerat ca imaginea 
unui punct t prin funcţia vectorială de argument real 


r(t) = p(t)i + y(t j (3.2) 
definită pe intervalul compact [0, 27] C IR cu valori în R?, unde 


p(t) = cost, 


po aia, TED (3.3) 


În această situaţie spunem că aplicaţia vectorială r : [0, 27] = IR? ale cărei 
valori se determină după legea (3.2), unde funcţiile p şi y sunt date în (3.3), 
realizează o reprezentare parametrică a cercului (3.1), iar argumentul t se 
numeşte parametrul acestei reprezentări. 

Acest exemplu simplu sugerează introducerea de reprezentări parametrice 
şi pentru alte mulţimi de puncte din plan. 


Definiţia 3.1.1 Fie un interval compact [a,b] C IR. Se numeşte drum 
în plan o funcţie vectorială de variabilă reală, continuă, r : [a,b] — IR?. 


121 


122 Ion Crăciun 


Punctele A şi B de vectori de poziţie r(a) şi r(b) se numesc capetele sau ex- 
tremităţile drumului. Imaginea drumului (d) este submulţimea I(d) C 
IR? a tuturor punctelor M(x,y) ale căror vectori de poziţie sunt valori ale 
funcției r, adică 

OM =r(t), te [a,b]. 


Dacă notăm cu r vectorul de poziţie al unui punct M(x,y) € I(d), atunci 
(d): r=r(t), te [a,b], (3.4) 


unde: 
r=zi+yj; r(t) = p(bi+vy(5)j. (3.5) 
Din ecuaţia (3.4) şi notaţiile (3.5), obținem 


Ja = ob), 
(d): Și L te [a,b]. (3.6) 


Definiţia 3.1.2 Când t parcurge intervalul |a, b] se spune că (3.6) constituie 
o reprezentare parametrică a imaginii drumului I (d) şi a drumului (d), 
iar t se numeşte parametru. Relaţia (3.4) se numeşte ecuaţia vectorială 
a imaginii I(d) sau a drumului (d). 


Definiţia 3.1.3 Drumul (d) se numeşte închis dacă extremităţile sale coin- 
cid; dacă există ti, ta e [a,b], cu tı 7 to, astfel încât r(t1) = r(t), spunem 
că punctul Mı € I(d) (sau Ma € I(d)) de vector de poziţie 

OM. = r(tu) (sau OMz= r(t2)) 


este punct multiplu al drumului. Un drum fără puncte multiple se numeşte 
simplu. 


Definiţia 3.1.4 Drumul (d) se numeşte neted dacă 


pb € C'(la,5]), (Foy (So >0, tE [a,b]. 


Deoarece membrul întâi a inegalităţii din Definiţia 3.1.4 este pătratul mărimii 
(normei) vectorului r'(t), definiţia poate fi reformulată în limbaj vectorial. 
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Definiţia 3.1.5 Drumul (d) se numeşte neted dacă funcţiia vectorială r € 
GH la, 5]) şi peste tot în compactul [a,b] este satisfăcută inegalitatea 


Žo- roi> o. 


Definiţia 3.1.6 Drumurile (dı) şi (d2) definite de funcţiile vectoriale de 
variabilă reală rı : |a, b1] — IR? şi ro . laz, b2] — IR? se numesc juxtapoz- 
abile dacă bı = a2 şi rı(b1) = r2(a2). In acest caz funcția 


rı(t), dacă tea, bil, 


; = 2 = 
T: lan, bə] Re, r(t) rə(t), dacă te la2, bə] 


defineşte un nou drum numit juxtapunerea drumurilor (dı) şi (d2) şi este 
notat prin (dı U də). 


Definiţia 3.1.7 Un drum (d) se numeşte neted pe porţiuni dacă se poate 
obține prin juxtapunerea unui număr finit de drumuri netede. 


Fie (d) drumul parametrizat în plan definit de (3.4) şi A C [a,b] mulţimea 
de puncte 
A = {to, tunata). (3.7) 


Definiţia 3.1.8 Mulțimea A se numeşte diviziune a intervalului [a,b] 
dacă 
a= to < ti < <tn- < tnr =b. 


Totalitatea diviziunilor intervalulului [a,b] va fi notată cu D(|a, b]). 
Definiția 3.1.9 Norma diviziunii A este numărul pozitiv 
v(A) = || A|| = max{tı — to, t2 — th, , tn bn). 
Definiția 3.1.10 Punctele 
A(p(a), Y(a)) = Aolp(a), Y(a)), Allt), bt)... 
An-1(P(tn-1), P(n-)); BCO), Y@E)) = Anlp(b), Y(b)) 


se spune că determinà linia poligonală cu vârfurile în imaginea drumului. 


(3.8) 
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Definiţia 3.1.11 Prin lungimea drumului A se înțelege numărul nenegativ 
fa dat de 


n-—l N 
fa = | AANS 
i=0 


(3.9) 


2 


= 3 Y (oltin) — ot) + (Plta) — (6). 


Definiţia 3.1.12 Fie A şi A’ două diviziuni ale intervalului [a,b]. Spunem 
că diviziunea A' este mai fină decât diviziunea A, şi scriem aceasta A C A', 
dacă elementele mulţimii A din (3.7) sunt şi elemente ale mulțimii A’. 


Observaţia 3.1.1 Dacă diviziunea A' este mai fină decât diviziunea A, 
atunci între normele acestora are loc inegalitatea ||A'|| < |A|]. 


Fie L = (fa : A € D([a, b])} CR. 


Definiția 3.1.13 Drumul (d) se numeşte rectificabil dacă mulțimea L este 
mărginită superior. Marginea superioara a mulțimii L, dacă există, se nu- 
meşte lungimea drumului (d) şi se notează cu ((d). Deci, 


((d) = sup £. 


Teorema 3.1.1 Fie (d) un drum neted din IR? a cărui imagine I(d) are 
reprezentarea parametrică (3.6). Atunci, (d) este rectificabil şi 


40 = f V(zo) + (ro) = 


-f “oa = f Olat 


Demonstraţie. Fie A diviziunea (3.7) şi linia poligonală corespunzătoare 
(3.8) cu lungimea sa dată de (3.9). Deoarece p şi W sunt derivabile, aplicând 
teorema creşterilor finite a lui Lagrange, există 


(3.10) 


Qi, bi = (ti ti+1), i € {0, 1, AAE n-—1} 


astfel încât 


la = >) CO + (WBN) ta =f): (3.11) 
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În membrul al doilea al egalităţii (3.11) adunăm şi scădem termenul 
n—1 l 2 2 
S (rr) + (m) tu). 
i=0 


În felul acesta (3.11) devine 


A 5 (PD + (WAY tiaa- ti) + 
LEDS EE -AOO + O ne 


(3.12) 
A doua sumă din membrul doi al egalităţii (3.12) poate fi făcută oricât 
de mică pentru A suficient de fină. Intr-adevăr, funcţia 


h : [a,b] x [a,b] > R, haz) = y (leE)? + (bb, (3.13) 


fiind continuă pe mulţimea compactă |a, b] x [a,b], este uniform continuă şi 
deci (Y) e > 0, (3) 6(e) > 0 astfel încât oricare ar fi punctele (z1, y1) şi 
(£2, y2) din intervalul bidimensional [a,b] x [a,b] cu 


za = Tol < (e), lyi — Yol < (2) (3.14) 


are loc inegalitatea 


(1 y1) — R(t, y2)| < = (3.15) 
Considerând că (x1, y1) = (@i, Bi) si (£2, Y2) = (Ti, Ti) si alegând diviziunea 
A astfel încât 
A] < 5(), (3.16) 
din (3.14) şi (3.15) rezultă 
E 
E Sen 


Prin sumarea după îi de la 0 până la n — 1 în extremitatea dreaptă a ine- 
galităţilor (3.17), obţinem 


< h(as, Bi) — h(Ti, Ti) (3.17) 


n—l 


3 (oa) + (Woy - y (pr) + (WY mat) <e. (3.18) 
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Prima sumă din (3.12) este o sumă Riemann corespunzătoare funcţiei in- 
tegrabile (3.13), diviziunii A cu proprietatea (3.16) şi punctelor intermediare 


Ti € [ti ti], i =0,n — 1. 
Fie subgirul de numere naturale (kn)n>0 şi 
An = {to =a, tists tk, a tk, = b) 
un şir de diviziuni cu proprietatea cà girul normelor este convergent la zero, 
adică 
Jim AI =0 (3.19) 


Făcând în (3.12) pe n — oo, al doilea termen din membrul doi tinde la zero 
în baza lui (3.18) şi (3.19), iar primul termen are ca limită integrala Riemann 


[leo (eo) a= [| 


Din acest rezultat deducem că şirul (/A,), corespunzător şirului de diviziuni 
(An), are limită finită şi aceasta este integrala din (3.20), deci drumul (d) 
este rectificabil şi are loc (3.10). m 


Zol dt = F Ira. (3.20) 


Definiţia 3.1.14 Drumurile (dı) şi (d2) definite de funcţiile vectoriale de 
variabilă reală rı : [a,b] — IR? şi rə : [a2, b2] — IR? se numesc echivalente 
dacă există o funcție a : a,b] — |a2,b2] continuă, strict crescătoare şi 
surjectivă, astfel încât 


ri(t) = ra(a(t)), (V)t € la, b1]. (3.21) 


Observaţia 3.1.2 Dacă drumul (dı) este echivalent cu drumul (d2), atunci 

(d2) este echivalent cu (dı), aplicația din Definiţia 3.1.14 fiind funcția inversă 
Sj 

at. 


Observaţia 3.1.3 Dacă (dı) este echivalent cu (də), atunci I(d1) = I (də), 
adică imaginea drumului este invariantă la relația de echivalență a dru- 
murilor în plan. De asemenea, noțiunile de drum simplu şi de drum închis 
sunt invariante la această relație. 
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Propoziția de mai jos va demonstra că noţiunea de drum rectificabil şi 
lungimea unui drum sunt invariante la relaţia de echivalență în mulţimea 
drumurilor în plan. 


Propoziția 3.1.1 Dacă drumurile în plan (dı) şi (d2) definite de funcţiile 
vectoriale de variabilă reală rı : [a1, bi] — IR? şi ra : [az, bo] — IR? sunt 
echivalente, iar (dı) este rectificabil, atunci (d2) este rectificabil şi (d) = 


V(d»). 


Demonstraţie. Să considerăm că cele două funcţii care definesc respectiv 
cele două drumuri sunt: 


r(t) = (tir y(t), t€ l[a, bil; 
rə(T) = pə(T)i+ Y2(T)j, T € [a2, bə]. 


Fie a : au, bı] — [|az, b2] funcţia continuă, strict crescătoare şi surjectivă 
cu proprietatea (3.21). Dacă A’ e D([a2, bal), 


A = {a = T0, Tia 93 Tni; Tn = b2}, Ti <. Tni t =0,n-— 1, (3.22) 
atunci există o diviziune A € D([a;, b1]), 
A= {a2 = to, ti, Pga ete der laci tn = b2}, ti < tii, i=0,n-—1, (3.23) 


astfel încât 


alti) =T, i=0,n. 


Reciproc, dacă A € D([a1, bı]) de forma (3.23), atunci imaginile prin funcţia 
a ale punctelor lui A € D(az, b2]) de forma (3.22). Ținând cont de (3.21) şi 
de cele deduse mai sus, avem 


la = ` (nt) 5 pt) + (Pilti) — htd) 
Fi (3.24) 


E ja (alura) = plr) + (YalTi1) — plr) = fx. 


Din (3.24) rezultă că 


AEE EE ENE A (3.25) 
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Prin ipoteză (dı) este drum rectificabil ceea ce înseamnă că mulţimea din 
membrul stâng al egalităţii (3.25) este mărginită superior. Va rezulta că şi 
mulţimea, din membrul al doilea al egalităţii (3.25) este mărginită superior, 
adică (d2) este rectificabilă. În plus, marginile lor superioare lor coincid, deci 


(d) = 0(do). n 


Observaţia 3.1.4 Relaţia de echivalență în mulțimea drumurilor din plan 
este reflezivă, simetrică şi tranzitivă. Rezultă că această relaţie împarte 
mulțimea drumurilor în clase de echivalență. Vom spune că două drumuri 
aparțin aceleiaşi clase dacă şi numai dacă sunt echivalente. 


Definiţia 3.1.15 Se numeşte curbă plană o clasă de drumuri în plan echi- 
valente. 


Observaţia 3.1.5 Deoarece următoarele noţiuni: drum simplu; drum în- 
chis; imaginea unui drum; drum neted; drum neted pe porțiuni; drum rectifi- 
cabil şi lungimea unui drum sunt invariante la relația de echivalență, pentru 
curbele în plan vom introduce corespunzător noțiunile: curbă simplă sau 
arc simplu de curbă; curbă închisă; imaginea unei curbe; curbă 
netedă sau curbă regulată; curbă netedă pe porţiuni, curbă rec- 
tificabilă şi lungimea unei curbe sau lungimea unui arc de curbă 
rectificabilă. 


De exemplu, 


Definiţia 3.1.16 Se numeşte imaginea curbei imaginea unui drum din 
clasa de echivalență care defineşte curba respectivă. 


Definiţia dată este corectă deoarece toate drumurile dintr-o clasă au aceeaşi 
imagine. In cele ce urmează o curbă se va nota fie prin C fie specificându-i 
extremităţile imaginii sale în cazul când nu este închisă, adică (AB). 


Definiţia 3.1.17 Prin ecuaţia vectorială a unei curbe în plan şi e- 
cuaţii parametrice ale unei curbe în plan înțelegem ecuația vectorială 
respectiv ecuaţii parametrice ale oricărui drum din clasa de echivalență care 
defineşte curba. 
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Definiţia 3.1.18 Curbele Ci şi Co se numesc juxtapozabile, dacă există 
drumurile (d) € Ci şi (d2) e C2 cu (di) şi (d2) juztapozabile. În acest caz, 
clasa de echivalență a drumului (dı U d2) se numeşte juxtapusa curbelor Ci 
şi Co şi se notează cu (C1 U C2). Curba C se numeşte netedă pe porţiuni 
dacă este juztapunerea unui număr finit de curbe netede. 


În cele ce urmează, identificând drumurile echivalente între ele, vom folosi 
termenul de imaginea curbei în aceeaşi accepţiune ca termenul imaginea dru- 
mului. Noţiunea de drum sau cea de curbă va fi desemnată de cel mai multe 
ori printr-o reprezentare parametrică. În loc de imaginea curbei vom spune 
tot curbă dacă acest lucru nu creează confuzii. 


Observaţia 3.1.6 Toate consideraţiile de mai sus se transpun fără dificul- 
tate pentru curbe în spaţiul tridimensional sau curbe în spaţiu cu 
modificările impuse de apariţia celei de a treia coordonate. Spre exemplu, 
dacă 


xr = lb), 
(d): 4 y = y(t), € [a,b], 
z = x(t), 


este reprezentarea parametrică a drumului neted (d) în spațiu, lungimea sa 


va fi 


se: 3) [a 


D= f (OS + (WOS + O) at= 


under = r(t) este ecuația vectorială a drumului, r(t) = y(t) i+y(t)j+x(t)k, 
iar k este cel de al treilea versor al reperului cartezian Oxyz din IR. 


Observaţia 3.1.7 O curbă admite o infinitate de reprezentări parametrice. 


În continuare vom pune în evidență o parametrizare importantă a curbe- 
lor rectificabile şi anume parametrizarea naturală. 

În acest sens fie t € [a,b] oarecare căruia îi corespunde punctul M pe 
imaginea curbei netede sau netede pe porțiuni C din spațiu. Presupunem că 
extremităţile A şi B sunt corespunzătoare respectiv valorilor t = a şi t = b şi 
fie r(7) vectorul de poziţie al unui punct curent P de pe imaginea curbei astfel 
încât P să se găsească între A şi M. Aceasta înseamnă că 7 € |a, t]. Putem 
vorbi de lungimea arcului de curbă (AM) pe care o notăm cu s şi care este o 
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funcţie s : [a,b] — [0, L], unde L este lungimea curbei considerate. Valorile 
funcţiei s = s(t) sunt date de 


+= [i 


şi s'(t) = (eo) + wa + KOY, de unde deducem că funcția s este 
diferenţiabilă, iar diferenţiala sa, numită şi element de arc al curbei, este 


Car = f (pn) + (w) +(x) ar (3.26) 


în da oa = (e) + (0) + (00) a. 827) 
Se observă de asemeni că, 


ds = \/dx? + dy? + d2? = |jdr ||. (3.28) 


Deoarece s'(t) > 0, rezultă că funcţia s = s(t) este strict crescătoare. 
Fiind injectivă, funcţia s = s(t) este inversabilă. 

Să notăm 8 = B(s) inversa funcţiei s. 

Atunci, funcția 

r = r(B(s)) (3.29) 

caracterizează un drum din aceeaşi clasă care defineşte curba. Astfel, am 
introdus o nouă parametrizare a curbei care se numeşte parametrizarea na- 
turală. 

Dacă r(8(s)) = z(s)i+y(s)j + z(s) k, atunci ecuaţiile parametrice natu- 
rale ale unei curbe în spaţiu C, rectificabilă şi de lungime L, sunt 


dis Ei aS) 
C: y = yls) s € [0, L]. (3.30) 
z = z(s), 


Dacă arcul de curbă rectificabil C este în planul xOy, atunci are ecuaţiile 
parametrice naturale 


G: |z SAO ET (3.31) 
y = yls), 


iar elementul de arc al său este dat de 


ds = VO + war dt = Vda2 + dy? = ări]. (3.32) 
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d 
Din expresiile (3.27), (3.28) şi (3.32) rezultă |] = 1, ceea ce arată că 


vectorul p 4 
r r 
T(s)= —(s) sau T= FF, 


ds 
al cărui reprezentant în punctul P al curbei are direcţia şi sensul tangentei 
în P la curbă, este un versor care se numeşte versorul tangentei la curbă în 
punctul P al curbei corespunzător valorii s a parametrului natural. 


(3.33) 


Exemplul 3.1.1 Să se determine elementul de arc şi lungimea curbei plane 


E i paie 
: te | =]. 


Cn 1 sint 
ia iii 
1 — sint 


1 1 
Soluţie. După un calcul simplu găsim p'(t) = —— şi Y'(t) = —. Atunci, 
sin t cost 


e 
I 


elementul de arc este 


1 1 dt 2dt 
ds = | dt = 


sin2t  cos2t sintcost  sin2t! 


Lungimea L a curbei C este 


7/3 


L= [feo = [e 


7/6 z/6 sin 2t 


/ 
/ 


7/3 
= Inte? sS ln3. 


3.2 Definiția integralei curbilinii de primul 
tip 

Fie (AB) o curbă plană netedă sau netedă pe porţiuni şi f(M) o funcţie 

definită pe un domeniu D din planul xOy care include imaginea curbei. 


Considerăm o partiție A a curbei în subarcele (părţile) (4; 14), = Î,n, 
prin intermediul punctelor de diviziune 


A = Ao, Au, +, An An = B 


132 Ion Crăciun 


şi alegem un punct arbitrar M; pe fiecare din arcele (A;—14;). Cu aceste date 
formăm suma 


5 f(Mi)As;, (3.34) 


unde As; este lungimea arcului (A;—14;), numită sumă integrală a functiei f 
corespunzătoare diviziunii A şi alegerii M; € (4;_14;) a punctelor interme- 
diare. 


Definiţia 3.2.1 Funcția f se numeşte integrabilă în raport cu arcul 
pe curba (AB) dacă sumele integrale (3.34) admit limita finită I când cel 
mai mare dintre As; tinde la zero şi această limită nu depinde de alegerea 
punctelor intermediare M; € (A;_14;). 


Definiţia 3.2.2 Dacă funcţia f este integrabilă în raport cu arcul pe curba 
(AB), limita I a sumelor integrale (3.34) când cel mai mare dintre As, tinde 
la zero se numeşte integrala curbilinie de primul tip a funcției f(M) pe 
curba (AB) şi se notează cu simbolul 


= | ag ODs. (3.35) 


Punctele curbei (AB) fiind determinate de coordonatele (x,y) în reperul 
cartezian Oxy, valoarea f(M) a funcţiei f în punctul M € (AB) se poate 
nota prin f(x,y), astfel că integrala curbilinie de prima speţă (3.35) se poate 
scrie în forma echivalentă 


[= fag tO. 


Variabilele z şi y nu sunt independente; punctul M(x,y) aparţinând curbei 
(AB), coordonatele sale x şi y trebuie să satisfacă ecuaţia curbei. 

Putem arăta că integrala curbilinie de primul tip sau integrala curbilinie 
de prima speţă nu diferă în mod esenţial de cea a integralei definite dintr-o 
funcţie de o variabilă independentă şi, mai mult, vom arăta că o integrală 
curbilinie de primul tip se reduce la o integrală definită. În acest sens să 
considerăm parametrizarea naturală a curbei (AB) cu originea de arc în A 
şi având lungimea L. Această parametrizare naturală este dată de (3.31). 
Restricţia funcţiei arbitrare f(x,y) în punctele arcului (AB) este o funcţie 
compusă, de o singură variabilă, şi anume 


F(z(s),u(s)), s € [0, L]. 
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Fie s;* valoarea parametrului s corespunzătoare punctului M,;, adică s;* este 
lungimea arcului (AM,;). Suma integrală (3.34) se poate scrie acum în forma 


Dile, y(s;*)) Asi, (3.36) 


unde As; = si—si—1, valoarea lui so fiind zero deoarece considerăm că punctul 
A este originea de arc pe curbă. Constatăm că (3.36) este o sumă integrală co- 
respunzătoare integralei definite f Fa y(s))ds. Sumele integrale (3.34) 
gi (3.36) fiind egale, integralele definite legate de acestea sunt egale, prin 
urmare 


i TU a= I f(z(s), y(5))ds (3.37) 


ambele integrale existând sau neexistând simultan. În consecință, dacă func- 
tia f(M) este continuă sau continuă pe porţiuni şi mărginită de-a lungul 
curbei netede sau netedă pe porţiuni (AB), integrala curbilinie de primul 
tip (3.35) există deoarece integrala definită (Riemann) din membrul doi al 
relaţiei (3.37) există. 


Observaţia 3.2.1 Deşi integrala curbilinie de prima speță se reduce direct la 
o integrală definită există o distincție netă între cele două noțiuni. Conţinutul 
acestei distincţii constă în aceea că lungimile As; ale arcelor (A;_14,) sunt 
pozitive indiferent care din extremitățile A sau B a fost aleasă ca origine. 
Deci, orientarea curbei (AB), adică alegerea unui anumit sens de parcurs pe 
curbă începând de la origine către cealaltă extremitate, nu afectează valoarea 
integralei (3.35) şi, în consecință, avem 


iza f(M)ds = A f(M)ds. 


După cum se ştie, integrala definită pe compactul |a, b) C IR dintr-o funcție 
de variabila x € |a, b| schimbă de semn când limitele de integrare se schimbă 
între ele. 


Când reducem o integrală curbilinie de primul tip la o integrală definită co- 
respunzătoare putem folosi la fel de bine orice parametru al curbei în locul 
lungimii de arc s. Presupunem aşadar că o curbă netedă (AB) este dată prin 
ecuațiile paramaetrice 


(3.38) 
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unde funcţiile p şi / sunt astfel încât y, Y € C! (la, o]) gi (e+ wAY > 
0. În aceste condiții, putem introduce ca parametru pe curbă lungimea de 
arc s măsurată de la punctul A al curbei corespunzător lui t = a şi astfel 
arcul s creşte odată cu parametrul t, aceasta însemnând că s este o funcție 
strict crescătoare de t € [a,b]. 

Pornind de la formula de calcul (3.37), efectuând în integrala definită din 
membrul al doilea al acestei formule schimbarea de variabilă 


tm s= s(t), te [0,5], s(t) € [0, L] (3.39) 


şi având în vedere notaţiile z(s(t)) = y(t), y(s(t)) = y(t), obţinem 


= [Heo vo) (eo) + (WO) a 
În acest mod am demonstrat 


Teorema 3.2.1 Dacă (AB) este o curba netedă din domeniul D C IR?, de 
ecuaţii parametrice (3.38), şi f : D— R o funcție reală de două variabile 
reale continuă în punctele M(x,y) ale curbei, atunci are loc egalitatea 


f ati [| ro volt) + (ro) ao 


ori de câte ori integralele care intră în ea există; integrala curbilinie din 
membrul stâng există dacă şi numai dacă integrala definită din membrul al 
doilea există. 


Când curba (AB) este reprezentată prin ecuaţia carteziană explicită 
y = y(x), aS< as b, 


se poate lua ca parametru pe curbă abscisa z şi formula (3.40) devine 


e D f te pa) y1 + y?(x) dz. (3.41) 


Un reper polar în plan este ansamblul format de un punct O, numit pol, 
şi o semidreaptă cu originea în pol, de direcţie definită de versorul i, numită 
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axă polară. Raza vectoare a unui punct M din plan este vectorul cu originea 
în pol şi extremitatea în M, iar unghiul polar al puctului M este unghiul 
dintre versorul i şi raza vectoare a acelui punct. Perechile (r, 0) se numesc 
coordonate polare în plan. Dacă polul reperului polar coincide cu originea 
reperului cartezian Oxy, iar axa sa polară este axa absciselor, legătura dintre 
coordonatele carteziene gi cele polare ale unui punct este 


xz = r cos ð, 


TET r € [0, +20), 8 e [0, 27). 


Să presupunem că arcul de curbă (AB) este reprezentat în coordonate 
polare prin ecuația polară explicită 


r= r(0), 0i < 0 < b2, (3.42) 


unde r este mărimea razei vectoare iar 0 este unghiul polar măsurat în radiani 
şi cuprins între 0 şi 27. În ipoteza că cele două repere sunt legate precum am 
menţionat, putem scrie o reprezentare parametrică a arcului de curbă (AB) 
în care parametrul pe curbă să fie unghiul polar 


x = r(0) cos, 


E i 6 € [0,0]. (3.43) 

Pentru calculul integralei curbilinii de primul tip în plan când curba (AB) 
este dată de (3.43) vom folosi (3.40) în care în locul lui t avem acum 6, 
iar funcţiile y şi W sunt cele din membrii doi ai relaţiilor (3.43). Calculând 
radicalul care apare în egalitatea (3.40) se găseşte 


VOF WO = VO rO. 


Rezultă că în cazul când arcul de curbă plană netedă (AB) este reprezen- 
tat în coordonate polare, formula de calcul a integralei curbilinii de primul 
tip este 


Lis FUM ds = J F(r(6) cos 0, r(0) sin 8) r2(0) + r° (0) d. (3.44) 


Integrala definită a unei funcţii nenegative f pe compactul [a,b] are ca 
interpretare geometrică aria trapezului curbiliniu limitat de dreptele z = a, 
z = b, axa Oz şi graficul arcului de curbă (AB) de ecuaţie y = f(x). 
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Observaţia 3.2.2 Plecând de la interpretarea geometrică dată integralei de- 
finite, putem afirma că integrala curbilinie de primul tip a unei funcţii pozi- 
tive f(x,y) pe arcul (AB) este aria porțiunii din suprafața cilindrică cu gen- 
eratoarele paralele cu aza Oz şi curba directoare arcul (AB), porțiune limitată 
de arcul (AB) şi de mulţimea de puncte de coordonate (x,y, f(x,y)), unde 
M(x,y) e (AB). 


Observaţia 3.2.3 Definiția şi formula de calcul a integralei curbilinii de 
primul tip pe o curbă plană se transpun direct la cazul când funcţia f(M) 
este definită în punctele M(x,y,z) unui arc (AB) al curbei în spațiu sau 
curbei strâmbe reprezentat parametric prin 


x = g(t), 
(AB): 4 y=v0), a<t<b, (3.45) 
z = x(t), 


integrala curbilinie de prima speţă a funcției f(M) de-a lungul curbei (AB) 
se reduce la o integrala definită 


fatis = f EO ve LE) VE? + WE) + x2(0) dt. (3.46) 


Observaţia 3.2.4 Rezultatele stabilite rămân adevărate când curba C este 
netedă pe porțiuni, iar funcția de integrat este continuă şi mărginită pe fiecare 
porțiune netedă a curbei. În această situaţie, integrala curbilinie de primul 
tip este suma integralelor curbilinii de speța întâi pe porțiunile netede care 
prin juxtapunere dau curba C. 


Exerciţiul 3.2.1 Să se calculeze integrala curbilinie de primul tip 
I= | (+97) In z ds 
3. 
unde curba C pe care se efectuează integrarea funcției f(x,y,z) = (x? + 
y?) Inz este reprezentată parametric de 


zx = etcost, 
G: y = etsint, te [0,1]. 


Enek, 
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Soluţie. Vom aplica formula de calcul (3.46). Pentru aceasta trebuie calcu- 
late derivatele funcţiilor care definesc curba şi apoi radicalul sumei pătratelor 
acestor derivate. Găsim 


Vei) + YE + 20) = ev. 


Conform formulei de calcul (3.46), avem 


1 
1=v/3 | tes dt. 
0 


Integrala definită la care s-a redus integrala curbilinie dată se calculează 
aplicând metoda integrării prin părți şi se găseşte 


o 142e 
3v3 


După prezentarea aplicațiilor integralelor curbilinii în mecanică, rezultatul 
găsit poate fi interpretat. Mai precis, valoarea integralei este momentul de 
inerție faţă de axa Oz al unui fir material care are configuraţia curbei (C) şi 
a cărui densitate în fiecare punct M (x,y,z) al curbei este In z. = 


3.3 Proprietățile integralelor curbilinii 


Proprietăţile integralelor curbilinii de primul tip sunt analoage celor ale in- 
tegralelor definite şi sunt implicate direct de către acestea din urmă prin 
formulele de calcul (3.37) şi (3.46) care dau legăturile integralelor curbilinii 
de primul tip în plan şi respectiv în spaţiu cu integrale definite. 


1. (liniaritatea). Dacă funcţiile f(M) şi g(M) sunt integrabile de-a lungul 


curbei (AB) şi A şi u sunt constante reale arbitrare, atunci funcţia 
(A f + ug)(M) este integrabilă pe (AB) şi are loc egalitatea 


A jds = A M)d M 
E f + ug)(M)ds ii) )ds + u PERLA )ds 


2. (monotonia). Dacă f(M) este o funcţie nenegativă integrabilă pe curba 


(AB), atunci 
M ds > 0. 
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. (aditivitatea). Dacă arcul (AB) este juxtapunerea a două arce netede 


sau netede pe porţiuni (AC) şi (CB), egalitatea 
M)ds = M)d M)d 
| up PUD = | eg PUD f p FDA 


are loc când integralele care apar există; integrala din membrul stâng 
există dacă şi numai dacă ambele integrale din membrul drept există. 


. (evaluarea modulului integralei curbilinii). Dacă f(M) este integrabilă 


pe (AB), atunci funcţia |f|(M) = |f(M)| este de asemenea integrabilă 
pe (AB) şi 


fana) < fIfanlas: 


. (teorema valorii medii). Dacă f(M) este funcţie continuă pe o curbă 


netedă sau netedă pe porţiuni de lungime L, atunci există un punct 
M* e (AB) astfel încât 


AT f(M)ds = AM) L. 


. (independenţa integralei curbilinii de primul tip de orientarea arcului 


S 


de curbă pe care se integrează). Alegerea sensului de parcurs pe arcul 
de curbă neted sau neted pe porţiuni (AB) nu influenţează valoarea 
integralei curbilinii de primul tip pe (AB), în sensul că 


Í ap 0ds = Jas f(M)ds, 


fapt ce a fost menţionat şi în paragraful precedent. 


3.4 Aplicații ale integralelor curbilinii de pri- 


mul tip 


Vom pune în evidență unele probleme tipice ale căror rezolvări naturale im- 
plică integralele curbilinii de primul tip. 
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3.4.1 Masa şi centrul de greutate ale unui fir material 


Definiţia 3.4.1 Se numeşte fir material ansamblul dintre o curbă netedă 
sau netedă pe porțiuni (AB) şi o funcţie pozitivă şi continuă p definită în 
punctele curbei. Curba (AB) se numeşte configuraţia firului material, 
iar funcţia p se numeşte densitatea firului material, valoarea acesteia 
în punctul M € (AB) numindu-se densitatea de materie sau densitatea 
materială în punctul M. Firul material se numeşte omogen sau neomogen 
după cum densitatea este funcția constantă sau nu. 


Este posibil să precizăm densitatea materială întrun punct fie prin p(z,y), 
dacă curba (AB) se află în planul Ory, fie prin p(z,y,2) dacă (AB) este o 
curbă în spaţiu. 

Densitatea materială în punctul M € (AB) este limita raportului dintre 
masa Am a arcului de curbă (MM”) şi lungimea As a acestuia când M” tinde 
la M pe curbă. 

Împărţim arcul (AB) în n subarce cu ajutorul diviziunii A formată de 
punctele de diviziune A = {A = Ay, A1, A2, ++, Ano, An = Bl) şi pe 
fiecare arc (A; 14), i = Î,n, luăm un punct M; în care densitatea are val- 
oarea p(M,;). Dacă 


As; = Si — Si-1 = L(AA;) T L( AAi), = l,n 


reprezintă lungimea arcului (A; 1A,), atunci masa firului material de confi- 
guraţie (A; 1A,;) poate fi aproximată prin p(M;) As;. 

În acest mod, firul material continuu de configuraţie arcul (AB) şi densi- 
tate po(M) se poate înlocui cu n puncte materiale izolate, situate pe arc, 


Mı, Mə,. pp , Mn, 
având masele 
p(Mı) Ası, p(Mə) Asa, -:-, P(Mn) Asn. 


Presupunând că punctele M; au coordonatele M;(€i, n;, Çi), rezultă că 


sumă 
n 


5 p(M,;) As; = bS PlÊi, Ti, Ci) As; 


i=1 i=l 
este o valoare aproximativă a masei firului material (AB) care corespunde 
diviziunii A a arcului (AB) şi alegerii arbitrare a punctelor M; € (A;-14,). 
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Dacă considerăm un şir de diviziuni (A,) ale arcului (AB) cu proprietatea 
-a 


şi presupunem densitatea de materie funcţie continuă pe arcul (AB), atunci 


m De p(M,) As; 


există şi reprezintă masa firului material cu configuraţia curba netedă sau 
netedă pe porţiuni (AB). Ținând seama de definiţia integralei curbilinii de 
primul tip avem că masa totală M a firului material considerat este 


= [i ;) As; = M)ds = „y, z)ds. 
M= dim SoM 5 fan” )ds | ppm dă 


„a no Z 


În cazul în care arcul de curbă se află în planul Ozy, masa firului material 
de configuraţie (AB) şi densitate p(x, y) în punctul M(x,y) € (AB) este 


M= jap M ds = | pp 


Observaţia 3.4.1 Când firul material este omogen, cu densitatea constantă 


po, masa firului material corespunzător este M = po a as: 

B 
Pe de altă parte, când firul este omogen, M = po L, unde L = (AB) este 
lungimea firului. De aici deducem că lungimea unui arc de curbă netedă sau 
netedă pe porțiuni se poate prezenta ca integrala curbilinie de primul tip 


(AB) = f i= 


A oa 


Din statică, se ştie că date n puncte materiale 


M(2a ya 21), M(a2, Y2, z2), ei Melia Yn, Za), 


de mase corespunzătoare M1, mo, :::, Mp, coordonatele centrului de greu- 
tate G al sistemului format de cele n puncte materiale sunt: 


n n n 
Xn; Ti X mi Yi Xo mi Zi 
j= f —i= f __î=l 

IG > n UG > n 46 > 


= 
i=1 i=1 i=1 
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Să considerăm din nou firul material (AB) căruia îi aplicăm o divizare 
prin punctele A = Ao, A],-::, An = B. Atunci, firul se poate înlocui cu un 
sistem de n puncte materiale M;(6;, mti, Ci), cu ponderile m; = p(&;, ni, Gi)As;, 
unde i = Î,n. Ponderea reprezintă masa firului material omogen (A; 14;) a 
cărui densitate este valoarea funcţiei p(z,y, 2) în punctul MŽ (€i, ni, Ci) ales 
arbitrar pe arcul (A;_1A,). Coordonatele centrului de greutate pentru acest 
sistem de puncte materiale vor fi 


n n 


N &p(&i mi G) Asi Î_nip(&i mi Gi) Asi 

ta = = ; Ye = i= = ; 
5 pl& Ni, Çi) As; So pl P (£i, Ni, Çi) ) As; 
i=1 i=1 


2 ipl Ei, Mi, Çi) Asi 


> Pli M Gi) As 


In aceleaşi ipoteze asupra arcului (AB) şi asupra densității de materie pe 
care le-am întâlnit la determinarea masei firului material, avem: 


m Xé (Ei, Mi, Ĝi) As; = = | pp plz das 


Pa I> 

pa I m mel (ĉi, mi, Gi) As; = Jagten ads: 
iP\ Si; Mi, Gi A i = 9, ds; 

„in SI Gel) Asi = f, zelena) 


Astfel, coordonatele centrului de greutate al firului material neomogen (AB) 
sunt: 


TE T pe. „z)ds 
: jus p(z, y, z) m | 
IG = d ; Ya 3 
£, Y, 2)ds , 
fan” y, z) o fi” X,Y,Z 
z)ds 
= pe 
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Dacă firul material este omogen, atunci coordonatele centrului de greutate 
sunt: 


1 1 1 


ra x ds; ya y ds; za 


SIL (AB) TA (AB) 


unde L = l „a este lungimea arcului de curbă (AB). 
AB 


In cazul în care arcul de curbă se află în planul Ozy, centru de greutate 
G va avea coordonatele: 


„y, z)d f PET 
fant y, z) = E E ai y, 2)ds 
ta = ia ya = Ti 
x,y, z)ds 

| ppt s fan” y, z) 


iar dacà firul este omogen coordonatele centrului de greutate sunt: 


VA x ds J yds 
p e ARD) a UA) (3.47) 
G L , G L $ 


Ultima relaţie din (3.47) se scrie în forma 
veL= | y ds 
(AB) 


2rygL=2r J yds. (3.48) 
(AB) 


sau în forma 


Dacă avem în vedere că expresia ariei © a suprafeţei de rotaţie generate prin 
rotirea arcului 


(AB) : y =y(x), z € [a, b], 


în jurul axei Oz este 


5=27 | orar = f y ds, 


AB) 
putem scrie relaţia (3.48) în forma 
2ryaL= sS. 


În felul acesta rezultă prima teoremă a lui Guldin. 
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Teorema 3.4.1 Dacă se roteşte un arc rectificabil plan (AB) în jurul unei 
drepte (D) din plan care nu intersectează arcul, aria suprafeţei obţinute este 
egală cu produsul dintre lungimea arcului (AB) şi lungimea cercului descris 
prin rotația în jurul dreptei (D) de centrul de greutate al arcului (AB). 


Exercitiul 3.4.1 Să se calculeze masa şi centrul de greutate ale firului mate- 
rial omogen cu densitatea constantă egală cu unitatea şi configurația imaginea 


curbei 
i = Vr? -— cost, 
C: y = Vr? -— t sint, te [r,r]. 
VAn?2 — IVn2 — t, 


Z 


Soluţie. Analizând datele problemei constatăm că integralele curbilinii de 
primul tip care definesc masa M şi coordonatele centrului de greutate £G, 
Ya, Zg există şi avem 


M= f oy eds = | (POF + WOS + O) at = 
T n? pt 
= a gaa 
za = 5 feds = f AO + (0) 
va = 3 fuas = 30 | W OS + (00) + O) at 


z= 34 heds a LAW COS + WOS + KO at 


Inlocuind functiile care definesc reprezentarea parametrică a curbei C, găsim 


2 


1 T 
zta = A (72 + t°) cost dt; 
1 T 
A. (72 +t°)sintdt; 
472 — 1 T 
Ar) (72 + 22)d 


Ya 


ZG t 
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Integrala care dă valoarea masei este una improprie, convergentă în baza 
criteriului de comparaţie în a. Mai mult, pentru că funcţia de integrat este 


pară, putem scrie 
2,2 
T nf+t 
E 2 au 

0 Vr2—t2 
Această. integrală devine o integrală definită dacă se efectuează schimbarea 
de variabilă t = 7 cos T. Obţinem 

373 


7/2 
M = 27 | (1 + cos27) dr = Ei 
0 


Cota, centrului de greutate se determină simplu, ordonata este zero pentru 
că funcţia de integrat din expresia sa este impară şi intervalul de integrare 
este simetric faţă de origine, iar abscisa centrului de greutate se determină 
uşor dacă în integrala care dă expresia acestuia se integrează de două ori prin 
părţi. Se găseşte: 


8 16 
d ya = 0; ic NNE pă Aust 


remarcând totodată că centrul de greutate G se află în planul Ozz. E 


3.4.2 Momente de inerție ale unui fir material 


Definiția 3.4.2 Se numeşte moment de inerție fată de un element geo- 
metric al spațiului al unui punct material Mo(£0, Yo, 20), de masă mo, produsul 
dintre masa mo şi pătratul distanţei de la punctul Mo la elementul respectiv. 


Elementul geometric poate fi o dreaptă, un plan sau un punct şi, de cele 
mai multe ori, acestea sunt legate de elementele reperului cartezian Ozyz. 
Vom avea deci momente de inerție axiale când se aleg ca drepte axele de 
coordonate ale reperului, momente de inerție planare când planele alese sunt 
planele de coordonate şi moment de inerție central când se alege ca punct al 
spațiului originea reperului. 


Definiţia 3.4.3 Se numeşte moment de inertie față de un punct P (o 
dreaptă (D) sau un plan (II)) al unui sistem de n puncte materiale 


Mi (za, 21), Mə(£2, Y2, 2), a: Mn(En, Yn, Zn), 


având masele Mı, mo, :::, Mn, suma tuturor momentelor de inerție cores- 
punzătoare fiecărui punct faţă de punctul P (dreapta (D) sau planul (TI)). 
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Din definițiile de mai sus rezultă că momentul de inerție al sistemului de 
puncte considerat faţă de originea axelor O(0, 0, 0) este 


Io = $ (2% + Yk + zi) ma. 
k=1 


Momentele de inerție al aceluiaşi sistem de puncte faţă de axele Oz, Oy, Oz 
sunt 


los =X (yk tzi)me, Ioy =X (zty) Me, Ios =X (22—+y7)ma, 
k=l k=l k=l 


în timp ce momentele de inerție ale sistemului de puncte în discuţie faţă de 
planele de coordonate Oxy, Oyz, Oxz au expresiile 


n n n 

Dir == Da = 2 

IOzy E 5 ZkMlk; Ioyz = 5 TkMk; losz = 5 YkMk- 
k=1 k=1 k=1 


Firul material din spaţiu, cu configuraţia (AB) şi densitatea materială 
p(z,y, 2), poate fi înlocuit cu sistemul de puncte materiale My având masele 


Mg = p(Mp)Ask, k=1, Dee TA 


Raţionând ca la determinarea masei firului material deducem că momentele 
de inerție ale firului material faţă de originea, axele şi planele reperului de 
coordonate Oxyz sunt respectiv 


Io = | (+y? + pla, z)ds, 
(AB) 
Tox T 1 (y? Fik z”)p(z,y, 2)ds, Ioy = ] (22 T x’)p(x,y,z)ds, 
(AB) (AB) 
Ioz T ] (2? T y’)plz, Y, z)ds, 
(AB) 
Iozy = ia z pl y, 2)ds; Ioyz < fi z?p(z,y, 2)ds, 


faza = Pleads: 
o P p(x, y, 2)ds 
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Dacă firul material se află în planul Ozy, vom putea vorbi doar de mo- 
mentele de inerție axiale: 


ii T i u lea i î 
O ( 4 pl y) S Oy ( e plx y) S 
gi de momentul de inerție central 

To= ] 2 ty? „y)ds. 


Definiţia 3.4.4 Mărimea înfinitezimală dm = p(M)ds se numeşte element 
de masă filiformă. 


Observaţia 3.4.2 Formulele care dau masa, coordonatele centrului de greu- 
tate şi momentele de inerție ale unui fir material se pot scrie astfel încât să 
se pună în evidenţă elementul de masă filiformă. 


Observaţia 3.4.3 Formulele care dau coordonatele centrului de greutate ale 
unui fir material în plan şi în spațiu se pot scrie întruna singură 
1 
re = — 
€ M (AB) 
unde rg este vectorul de poziție al centrului de greutate, iar r este vectorul 
de poziție al unui punct care descrie configurația firului material. 


rdm, 


Exemplul 3.4.1 Să se calculeze momentul de inerție în raport cu axa Oz a 
firului material neomogen având configurația curbei 


C: x= tcost, y =tsint, z=t, te [0,1] 
şi densitatea în fiecare punct egală cu cota acelui punct. 


Soluţie. Rezultă că densitatea este p(x, y, 2) = z. Pentru calculul momen- 
tului de inerție 10, trebuie să calculăm integrala curbilinie de primul tip 


los = | (@ +4?) plz, 2ds = | (2? +4?) zds. 
C C 


Avem y(t) = tcost, Y(t) = tsint şi x(t) = t. Calculând elementul de arc 
găsim ds = v2 + t? dt. Atunci, momentul de inerție cerut este 


1 
Tay PVIFE dt. 
0 
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Făcând substituţia y2 + t? = u, obţinem 


v3 u5 2u v3 4V3 8V2 
ia] u’ (u? — 2) du (-= J = — 


= Va ë 5 15` 


3.5 Definiția integralei curbilinii de al doilea 
tip 
Pentru o funcţie reală f definită şi mărginită pe un interval compact [a,b] 


s-a introdus integrala Riemann 1 f(x)dx. Vom vedea în continuare cum 


extinderea integralei definite conduce la integrala curbilinie de al doilea tip 
sau integrala curbilinie în raport cu coordonatele. Compactul |a, b] din inte- 
grala definită se va înlocui acum cu o curbă netedă sau netedă pe porțiuni, 
iar în locul funcţiei f va apare o funcţie vectorială de argument vectorial 
definită pe un domeniu din planul rOy sau din spaţiu care conţine curba. 
Introducerea acestui tip de integrală a fost sugerată de probleme întâlnite 
în practică cum ar fi lucrul mecanic al unui câmp de forțe de-a lungul unei 
curbe sau circulaţia unui fluid pe o curbă. 


3.5.1 Lucrul mecanic al unui câmp de forţe 


Vom introduce integrala curbilinie de al doilea tip pornind de la o problemă 
practică, din fizică. 
Să considerăm două puncte A şi B ale spaţiului, de vectori de poziţie ra 
Şi r2, 
rı = tii+yj+ zk, r= z:i+yzj+ 22k. 


Aceste puncte, de coordonate A(za, ya, 21), B(£2, yo, 22), definesc vectorul AB 
a cărui expresie analitică în reperul Oxyz este 


AB = To — ry = (£2 — xı)i + (y2 — yı)j + (22 — z1) k. 
Considerăm de asemeni un vector constant F de coordonate P, Q, R, 


F = Pi+Qj+ Rk, 
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care din punct de vedere fizic poate fi interpretat ca o forţă care acţionează 
în fiecare punct M(x,y,z) al segmentului de dreaptă AB. 

Lucrul mecanic £ efectuat de forţa constantă F care acţionează asupra 
unui punct material pentru a-l deplasa din punctul A în punctul B pe seg- 
mentul de dreaptă AB este produsul dintre mărimea forței, lungimea. seg- 


mentului AB şi cosinusul unghiului 6 dintre vectorii F si AB 
£ = ||F|| -|| AB ||-cose. 
Dar expresia din membrul al doilea este produsul scalar al vectorilor F şi AB 
L=F. (r2 -rı) 


gi având în vedere că produsul scalar a doi vectori este suma produselor 
coordonatelor de acelaşi nume, rezultă că lucrul mecanic £ este 


L = (z3 — £1) P + (po — y1) Q + (z2 — z1) R. 


Să găsim acum expresia lucrului mecanic în cazul general când forța F 
este variabilă ca direcție, mărime şi sens, iar traiectoria mişcării punctului 
M(x,y,z) este o curbă. 

Considerăm în acest sens curba netedă C de ecuaţii parametrice 


z = p(t), 
C:} y=4t) tejab] (3.49) 
z = x(t), 
sau de ecuație vectorial ă 
r=r(t), tela,b], (3.50) 


unde r(t) = p(t)i + y(t)j + x(t) k, şi o forţă 
F: Dc IR — R’, F(M)= P(M)i+Q(M)j+ R(M)k (3.51) 


ale cărei componente P, Q, R sunt funcţii reale de variabilele reale z, y, z 
definite pe un domeniu D C IR? care conţine imaginea curbei C şi care sunt 
funcţii continue în punctele imaginii curbei C. 
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Pentru a defini integrala curbilinie de al doilea tip introducem noţiu- 
nea de curbă orientată. Fie în acest sens M(¢(t), p(t), x), sau M(r(t)), 
punctul de pe imaginea curbei C corespunzător lui t € [a,b] prin (3.49), 
respectiv (3.50). Când t parcurge în mod continuu intervalul [a,b] de la a 
la b, punctul corespunzător parcurge imaginea I(C) a curbei C întrun sens 
pe care-l numim sens direct. Dacă valorii t = a îi corespunde punctul A de 
pe imaginea curbei C, iar lui t = b îi corespunde punctul B € I(C), atunci 
sensul direct este de la A către B, adică este sensul imprimat de creşterea 
parametrului t. Când t parcurge intervalul [a,b] de la b către a, punctul co- 
respunzător M parcurge I(C) în sens indirect sau sens negativ. 


Definiția 3.5.1 O curbă împreună cu unul din sensurile de parcurgere al 
imaginii sale se numeşte curbă orientată. 


Curba C împreună cu sensul direct de parcurgere a lui 1(C) se notează 
cu C+. In mod asemănător se defineşte C7. 


Observaţia 3.5.1 Dacă ținem seama de faptul că funcţia a din definiția 
echivalenţei a două drumuri este continuă şi strict crescătoare, rezultă că 
sensul de parcurgere a lui I(C) nu depinde de alegerea drumului din clasa de 
echivalență. care defineşte curba (C), ceea ce înseamnă că odată ales un sens 
de parcurs al curbei (C), trecerea la o altă parametrizare a ei nu modifică 
sensul de parcurs. 


Împărţim arcul de curbă orientată C de extremităţi A şi B în n subarce prin 
intermediul punctelor 


A Eee, sd. abea. EE (3.52) 


şi considerăm linia poligonală cu vârfurile în aceste puncte. Putem considera 
că forţa F din (3.51) are o valoare constantă de-a lungul fiecărui segment 


orientat AA; egală cu F(M;), unde M; este un punct oarecare, dar fixat, 
de pe arcul de curbă (4;_14;). Calculăm acum lucrul mecanic corespunzător 
mişcării punctului material de-a lungul liniei poligonale, considerând că pe 
fiecare segment de extremităţi A;—ı şi A,, i = 1,n acţionează forţa F(M,). 
Dacă Mili, m, Qi), Ai(zi Yi zi) şi 


Ar, = Ti — Tiz, Ai = Vi Vi Azi = ži Zi (3.53) 
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atunci lucrul mecanic corespunzător mişcării punctului material de-a lungul 
segmentului orientat cu originea în A;_+ şi extremitatea A; este 


iar lucrul mecanic total La corespunzător deplasării de-a lungul liniei polig- 
onale este 


i=1 


Ultima sumă poate fi luată ca expresie aproximativă a lucrului mecanic 
efectuat de către câmpul de forţe F(M) de-a lungul curbei (AB). Pentru a 
obţine valoarea exactă a lucrului mecanic trebuie să trecem la limită în suma 
(3.54) când lungimea celui mai mare dintre arcele (A;_1A,) tinde la zero. O 
astfel de trecere la limită în formă generală conduce la un nou tip de integrală 
curbilinie. 


3.5.2 Definiția integralei curbilinii de al doilea tip 


Fie C+ = (AB) o curbă netedă sau netedă pe porţiuni de reprezentare para- 
metrică, (3.49) şi câmpul vectorial F din (3.51). Impărţim curba (AB) în n 
arce cu ajutorul punctelor de diviziune (3.52) şi formăm suma integrală 


i=1 

unde M;(&, mi, Qi) € (A;-14;), iar Ax, Ay; şi Az; sunt date în (3.53). 
Definiţia 3.5.2 Dacă sumele integrale (3.55) admit o limită finită I când 
cea mai mare lungime a arcelor (A;_1A,) tinde la zero, funcţia vectorială 
F = (P,Q, R) se numeşte integrabilă în raport cu coordonatele pe 
curba C = (AB), iar limita I se numeşte integrala curbilinie de tipul 


al doilea sau integrala curbilinie în raport cu coordonatele a funcţiei 
vectoriale F şi se notează 


{s f ag PUMDdz + Q)dy + R(M)dz (3.56) 
sau, folosind coordonatele punctului curent M, 


L= P : ; 
| n PEN ade + Qla y, z)dy + Bld. (857) 
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De multe ori integrala curbilinie de al doilea tip se notează fără a mai 
menționa coordonatele funcțiilor componente ale câmpului vectorial F, deci 


PE f Pdz + Qdy + Rdz. 
(AB) 


Având în vedere că expresia de sub semnul integrală din (3.56) este produsul 
scalar dintre câmpul vectorial (3.51) şi vectorul dr = dxi + dyj + dz k, re- 
zultă că integrala curbilinie de al doilea tip a funcţiei vectoriale F(M) de-a 
lungul curbei orientate direct CT = (AB) poate fi notată şi în forma 


T= | FM): dr. 


Observaţia 3.5.2 Integrala curbilinie de al doilea tip a funcției vectoriale 
de trei variabile reale F = (P,Q, R) de-a lungul curbei orientate C% este 
suma integralelor curbilinii de tipul al doilea 


J Panaz, J., QM)dy, | R(M)dz, 


C+ 
corespunzătoare câmpurilor vectoriale 
(P,0,0), (00,0), (00,8), 
care sunt proiecţiile funcţiei vectorială F pe respectiv versorii i, j şi k ai 


reperului Oxyz. 


Observaţia 3.5.3 Integrala curbilinie de al doilea tip nu trebuie confundată 
cu integrala unui câmp vectorial în raport cu una din variabilele sale pe un 
interval compact din IR situat pe axa variabilei. 


Dacă domeniul D de definiţie a funcţiei F = (P,Q, R) conţine intervalul 
[a,b] C Oz, atunci 


b b b b 
| Pizda =i | Plzwz)dz+i | Qle,y,z)de +k | R(z,y,2)dz. 


Integralele din membrul doi sunt integrale proprii depinzând de doi para- 
metri, iar rezultatul integrării este o funcţie vectorială ce depinde de vari- 
abilele y şi z. 
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3.6 Legătura dintre cele două tipuri de inte- 
grale curbilinii 


Integrala curbilinie de al doilea tip se poate reduce la integrala curbilinie de 
primul tip, legătura dintre ele fiind descrisă în teorema de mai jos. 


Teorema 3.6.1 Fie C? = (AB) curba netedă de ecuaţii parametrice (3.49) 
şi câmpul vectorial (3.51) definit şi mărginit pe un domeniu D C IR? care 
include curba C şi continuu în punctele curbei. Atunci, avem egalitatea 


f PU) de = f F(M) - 7(M)ds, (3.58) 
C+ C 


unde T(M) este versorul tangentei la curba orientată C% în punctul curent 
M(x,y,z) al curbei, cu condiția ca integralele curbilinii care apar să existe. 
Integrala curbilinie din primul membru al egalităţii (3.58) există dacă şi nu- 
mai dacă există integrala curbilinie de primul tip din membrul doi. 


Demonstraţie. Să demonstrăm mai întâi egalitatea 
J _P(M)dz = J P(M) cos a(M)ds, (3.59) 
C C 


unde cos a(M) este mărimea algebrică a proiecției versorului 7(M) pe direc- 
tia versorului i al axei Oz, adica cosa(M) = T(M)-i. Integrala din primul 
membru al egalității (3.59) este, prin definiție, limita sumelor integrale de 


forma 
n 


T = 9 P(M;) Ax. (3.60) 
i=1 
Să considerăm că originea de arc pe curba O? coincide cu extremitatea A 
corespunzătoare valorii t = a şi să comparăm suma integrală (3.60) cu suma 
integrală 


T* = 5 P(M,) cos a(M;)As;, 
i=1 
unde s; este lungimea arcului (AA;), As; = s; — si—1, iar a(M;) este unghiul 


pe care îl face cu axa Oz tangenta în punctul M; € (A;i-14;) la curba CT. 
Să considerăm că parametrizarea curbei (AB) este cea naturală 


x = z(s), 


y=gylsh éo L, 


z = z(s), 
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unde L este lungimea arcului (AB). Versorul 7(M) este legat de parametrul 
natural s al curbei CT, unde s este lungimea arcului (AM), prin relaţia 


r) = Ew), 


unde vectorul r care apare în exprimarea lui 7(M) este vectorul de poziţie 
al punctului curent M(x,y,z) al curbei 


r = r(s) = z(s)i+ y(s)j + z(s)k. 
Pe de altă parte, expresia analitică a oricărui versor se poate scrie în forma 
T(M) = cosa(M)i + cos 8(M)j+ cosy(M)k, 
unde (M) si y(M) sunt unghiurile dintre versorul tangentei 7(M) şi axele 
Oy, respectiv Oz. Atunci, 


Si d Si 

Az; = f T (Mas = f cosa(M) ds. (3.61) 
Si—1 ds Si—1 

Aplicând teorema valorii medii în integrala Riemann (3.61), găsim 


Az; = cosa(M;) As;, Mž € (Aiņ-14;). 


În aceste condiţii, diferenţa. dintre sumele T şi T* este 


T — T* = SPOJE a(M;) — cos a(M;)| As;. (3.62) 


i=1 


Luând valoarea absolută în ambii membri ai lui (3.62) şi folosind proprietăţile 
funcţiei modul, obţinem 


7-7 


. | cosa(M;) — cos a(M;) 


< L |P(M) As;. (3.63) 
i=1 

Funcţia cos a(M) este continuă deoarece curba CT este netedă. Ca mulţime 

de puncte, curba O? este o mulţime mărginită şi închisă, deci este o mul- 

time compactă în R°. Cum o funcţie continuă pe o mulţime compactă este 

uniform continuă, deducem că funcţia cos a(M) este uniform continuă şi prin 

urmare, dat un e > 0, inegalitatea 


E 


| cos a(Mž) — cosa(M,)| < PR 


(3.64) 
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este satisfăcută pentru orice partiție a curbei Ct = (AB) a cărei normă (cel 
mai mare dintre numerele As;) este destul de mică. Din (3.63) şi (3.64) 
rezultă 


7-7 


E€ n 
< —— sup|P As, =E. 3.65 
raa IPIE (3.65) 
Inegalitatea (3.65) demonstrează că sumele integrale T* şi T au aceeaşi limită 
când norma diviziunii A = (Ap = A, A, +++, Ano, An = B} tinde la zero 
şi ca urmare egalitatea (3.59) este demonstrată. 
In mod asemănător se demonstrează egalităţile 


|, Qd = [au cos 8 ds, 
(3.66) 


J R(M)dy = f, R(M) cos ds. 


Sumând membru cu membru egalităţile (3.59) şi (3.66) se obţine (3.58) şi 
teorema este demonstrată. = 


Observaţia 3.6.1 Când curba C = (AB) este în planul xOy legătura din- 
tre cele două tipuri de integrale curbilinii este 


i P(z,y)dz + Q(x,y)dy = (ete y) cosa + Q(z,y) sin a) ds, 


unde a = a(M) este unghiul dintre direcţia pozitivă a azei Ox şi tangenta la 
curba (AB) în punctul M al ei. 


3.7 Formula de calcul a integralei curbilinii 
de al doilea tip 


Teorema care dă formula de calcul a integralei curbilinii de primul tip şi 
cea care dă legătura dintre integralele curbilinii de primul şi cel de al doilea 
tip implică următorul rezultat pe care, din motive de simplitate a scrierii 
formulelor, îl vom formula pentru cazul în care curba se află în planul Oxy. 


Teorema 3.7.1 Fie C = (AB) o curbă netedă de ecuaţii parametrice 


z = pt), y=yt), telab] 
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şi F = Pi+Qj o funcţie vectorială de două variabile reale definită întrun 
domeniu plan D care conţine arcul C. Atunci, avem următoarea relaţie 


| Pdz + Qdy = 
, (3.67) 
= | [P(o vO) pt lO, VO) vol, 


dacă integralele care intră în componenţa ei există. Mai mult, integrala din 
membrul stâng a lui (3.67) există dacă integrala definită din membrul al doilea 
există. 

Teorema de mai sus rămâne adevărată dacă arcul de curbă C+ este neted 
pe porţiuni. Ea poate fi uşor transpusă la cazul în care curba (AB) este în 


spaţiu şi este reprezentată paramatric de ecuaţiile (3.49) iar câmpul vectorial 
F este (3.51). Avem 


|, Pdz +Qdy + Rdz = 
= | COOR OOE CONTOR OAO. (2.68) 
+R(2(0 Vlt), xE) L (0a. 
Formulele de calcul (3.67) şi (3.68) se pot scrie vectorial în forma 
E F(M) -dr = f rew) TO dt = f rew) -r'(t)dt 


cu menţiunea că în cazul integralei curbilinii în planul xOy, mărimile care 
intervin au expresiile 


F(M) = P(M)i+Q(M)j, 
dr = dzi+dyj, 

r(t) = tji +4, 

dr 


(6) = rt) =p (tit ypj, 
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iar în cazul integralei curbilinii în spaţiu, aceleaşi mărimi au semnificaţiile 


F(M) = P(M)i+Q(M)j+ RM) k, 
dr = dri+dyj+dzk, 

r(t) = p(biro(t)jrx()k 

FA = = pir Dirk 


Să considerăm unele cazuri particulare importante ale formulei de calcul 
a integralei curbilinii de tipul al doilea în plan. 
Dacă curba C* = (AB) din planul zOy este determinată de ecuaţia 


y=y(r), re [a,b] 


formula (3.68) devine 


AR Pdr + Qdy = [it y(2)) + Q(x, y(£)) y(a)]dz. 


În particular, dacă (AB) este un segment de dreaptă paralelă cu axa Oz, 
deci de ecuaţie y = yo, x € [a,b], fapt ce implică y'(x) = 0, atunci formula 
de calcul a integralei curbilinii de tipul al doilea este 


b 
] Pdz + Qdy = f P(x, yo)dz. 
(AB) a 


În mod similar, pentru o curbă plană determinată de ecuația 
x = z(y), ye le, d], 
formula corespunzătoare de calcul a integralei curbilinii este 
| Pas+Qdy = f IPO) ro) + Qa), ydy. (869) 
Dacă (AB) este un segment de dreaptă paralel cu axa Oy, descris de ecuația 
xz = £o, y € f[c, d], 


avem 7v'(y) = 0 şi formula de calcul (3.69) devine 


S Pdr + Qdy = f Aleo vay: 
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Exercitiul 3.7.1 Să se calculeze integrala curbilinie de al doilea tip în plan 
I = zydz — y°dy, unde C : x =t, y= t’, t€ [0,1]. 

C 


Soluţie. Avem y(t) = t, Y(t) = t (0 < t < 1). Functiile y şi Y sunt 
derivabile şi cu derivată continuă şi p'(t) = 2t, Y' (t) = 3t. Functiile P şi Q 
sunt date de P(x, y) = zy şi Q(x, y) = —y?, deci sunt continue în tot planul. 
Putem deci aplica formula de calcul (3.67). Avem: 


Exercitiul 3.7.2 Să se calculeze integrala curbilinie de al doilea tip în spațiu 


r= zva? — r?dr + rzdy + (£? + y°)dz, unde 
C 


C: x=acost, y =asint, z= bt, te [0,7/2], a>0, b>0. 


Soluţie. Funcţiile care definesc reprezentarea parametrică a curbei sunt 
derivabile şi admit derivată continuă pe intervalul de variaţie al parame- 
trului t. Funcţia P este definită şi continuă pe porţiunea spațiului în care 
abscisele punctelor satisfac dubla inegalitate —a < x < a. Funcţiile Q şi R 
sunt definite şi continue pe întreg spaţiul. Deoarece avem —a < p(t) <a 
pentru t € [0,7/2], rezultă că imaginea curbei C este conținută în domeniul 
comun de definiţie al funcţiilor P, Q şi R, deci integrala dată există. Aplicând 
formula de calcul (3.68), obţinem 


7/2 2 
D= 05 | (toos2t +1) dt = a- 1). 
0 
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3.8 Proprietăți ale integralelor curbilinii de 
al doilea tip 


Din modul cum a fost definită integrala curbilinie de al doilea tip 


i F(M) -dr (3-70) 
C+ 


deducem că un factor constant poate fi scos în afara semnului de integrală şi 
că integrala unei sume de funcţii vectoriale este suma integralelor funcţiilor 
termeni. Ambele proprietăţi pot fi exprimate prin egalitatea 


[ran + uG(M)) -dr = |, F(M) -dr taf, G(M)-dr, (3.71) 


unde À şi u sunt constante reale arbitrare, iar F şi G sunt câmpuri vectoriale 
integrabile pe curba C* în raport cu coordonatele. 

O altă proprietate importantă a integralei curbilinii de al doilea tip (3.70) 
este dependența sa de orientarea curbei, fapt care se exprimă prin egalitatea 


J F(M)-dr=— | F(M)-dr (3.72) 
C+ C 

a cărei demonstratie este simplă. Într-adevăr, dacă schimbăm direcția în care 
curba Ct = (AB) este parcursă trebuie să înlocuim cantităţile Az; şi Ay;, 
care intră în suma integrală (3.55), prin — Ax; şi respectiv — Ay;. Această 
înlocuire schimbă semnul sumelor integrale (3.55) şi, în consecinţă, semnul 
limitei lor ceea ce conduce la (3.72). 

Dependenţă, de orientarea curbei a integralei curbilinii de al doilea tip 
este în concordanţă cu interpretarea fizică a acesteia care reprezintă lucrul 
mecanic al unui câmp de forţe de-a lungul unei curbe. 

Întradevăr, lucrul mecanic efectuat de câmpul de forţe schimbă de semn 
dacă sensul de parcurs al curbei se schimbă. 


3.9 Integrale curbilinii de tipul al doilea pe 
curbe închise 


Pe o curbă simplă închisă C este esenţial să specificăm sensul de parcurs al 
curbei deoarece, după cum s-a văzut, valoarea integralei curbilinii de al doilea 
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tip depinde de sensul de parcurs al curbei. Extremităţile unei asemenea curbe 
fiind identice, în general nu se poate desprinde din context care este sensul 
de parcurs al curbei. De regulă, sensul pozitiv de parcurs al unei curbe plane 
închise este sensul invers acelor de ceasornic, iar pentru integrala curbilinie 
de al doilea tip pe o astfel de curbă se foloseşte un simbol special şi anume 
cel de integrală prevăzut cu un cerc la mijlocul ei, cerc pe care se figurează 
o săgeată reprezentând sensul de parcurs al curbei. Când nu se figurează 
săgeata pe cercul plasat pe semnul integrală, deci când aceasta se notează 
cu simbolul $, vom înţelege că integrarea se efectuează pe o curbă închisă 
parcursă în sens pozitiv. 


3.10 Independența de drum a integralei cur- 
bilinii de al doilea tip 


3.10.1 Formularea problemei 


Fie D domeniul de definiţie al câmpului vectorial F şi (AB) un arc de curbă, 
neted pe porţiuni, inclus în întregime în mulţimea D. Când se studiază inte- 
grala curbilinie de al doilea tip în plan sau în spațiu 


je R F(M)-dr (3.73) 


este posibil ca în anumite cazuri valoarea sa fie independentă de forma dru- 
mului de integrare şi să fie determinată doar de extremităţile A şi B ale 
drumului. Cu alte cuvinte numărul real J exprimat prin (3.73) este acelaşi 
pentru toate căile de integrare care au originea în A şi extremitatea în punctul 
B. 


Definiția 3.10.1 Integrala curbilinie în raport cu coordonatele a câmpului 
vectorial F se numeşte independentă de drum în domeniul D dacă are 
loc egalitatea 
J F(M) -dr = f F(M) - de, (3.74) 
YE Y2 
oricare ar fi curbele netede pe porțiuni Jı şi %2, incluse în D, având origine 
comună în A şi extremitate comună în B, punctele A şi B fiind alese arbitrar 
în domeniul D. 
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Ne propunem să determinăm condiţii care să implice independenţa de 
drum pe domeniul D a unei integrale curbilinii de tipul al doilea sub forma 
generală (3.73). Vom vedea că această problemă este legată de determinarea 
unei funcţii U, diferenţiabile pe domeniul D, a cărei diferenţială să fie egală 
cu expresia, diferenţială de sub semnul integralei din (3.73), adică 


dU (x,y) = P(z,y)dz + Q(z, y)dy. (3.75) 


Pentru simplitatea scrierii formulelor şi relaţiilor matematice vom considera 
cazul plan, transpunerea rezultatelor pentru cazul spaţial fiind simplă. În 
acest caz funcţia vectorială F are două componente P şi Q, iar integrala din 
(3.73) se scrie 


F(M)- dr = P + ; 
a (M) -dr J, (x, y)dz + Q(z, y)dy (3.76) 
sau, mai simplu, 


Í af d= je „Pde + Qdy (3.77) 


3.10.2 Cazul unui domeniu plan simplu conex 


Definiţia 3.10.2 Un domeniu plan D se numeşte simplu conex dacă orice 
curbă simplă închisă cu imaginea inclusă în interiorul lui D este frontiera 
unei submulţimi incluse în întregime în D. 
A ., oP oQ 
Teorema 3.10.1 Dacă funcțiile P şi Q şi derivatele lor parțiale TE 
y z 
sunt continue pe domeniul simplu conex D C IR?, atunci următoarele patru 
condiții sunt echivalente: 


1. integrala curbilinie de tipul al doilea din câmpul vectorial F = (P, Q) 
de-a lungul oricărei curbe închise (C), netedă sau netedă pe porțiuni, 
inclusă în D este egală cu zero 


|, Pdz + Qw =i 


2. integrala curbilinie de tipul al doilea (3.76) este independentă de ale- 
gerea căii de integrare de extremităţi A şi B, puncte fixate dar alese 
arbitrar în D; 
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3. expresia diferenţială 
w = Pdz + Qdy (3.78) 


este diferenţiala totală (exactă) a unei funcţii reale de două variabile 
reale U definită şi diferențiabilă pe D, adică avem (3.75); 


4. relaţia 5 A 
P 
en) = Klen) (3.79) 


are loc în orice punct M(x,y) € D. 


Demonstraţie. Vom arăta că prima condiție implică pe cea de a doua, a 
doua condiţie implică cea de a treia condiţie, a treia condiţie implică con- 
diţia a patra şi, la sfârşit, condiţia a patra implică prima condiţie. Atunci, 
echivalenţa. celor patru condiţii este stabilită. 

Arătăm întâi că 1 => 2. Pentru aceasta considerăm două drumuri de 
integrare situate în domeniul D cu origine comună în A, punct fixat dar 
arbitrar din D, şi extremitate comună în punctul B, ales de asemenea arbitrar 
în D. Primul drum îl vom nota cu (ACB), iar cel de al doilea va fi notat cu 
(AEB). Juxtapunerea acestor drumuri este un drum închis pe care îl vom 
considera parcurs în sensul de la A către B prin C şi apoi din B către A prin 
E şi îl vom nota cu (ACBEA). Conform ipotezei, integrala curbilinie luată 
pe acest; contur este egală cu zero şi deci 


(i Pdz + Qdy = 0. 
ACBEA 


Însă, folosind proprietățile integralei curbilinii de al doilea tip, avem 


f Pdz + Qdy = | Pdz + Qdy + | Pdz + Qdy = 
ACBEA ACB BEA 
= Pdz + Qdy = | Pdz + Qdy 
ACB AEB 
gi, în consecință, 


I Pdz + Qdy = ] Pdz + Qdy, 
ACB AEB 


ceea, ce arată că implicaţia 1 —— 2 este demonstrată. Implicaţia rămâne 
adevărată şi atunci când cele două căi de integrare au puncte în comun. 
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Să demonstrăm că 2 => 3. Presupunem că integrala curbilinie (3.76) 
nu depinde de calea de integrare situată în domeniul plan simplu conex D, 
ci doar de extremităţile A şi B ale acesteia. Atunci, dacă fixăm punctul A, 
integrala poate fi considerată o funcţie de coordonatele x şi y ale punctului 
variabil B, aflat oriunde în domeniul D. Dacă notăm această funcţie cu U, 
atunci valoarea sa U(z,y) în punctul B(x, y) este 


Uz) = f Pdz + Qd. (3.80) 


Să arătăm că funcţia U : D — IRR ale cărei valori se determină după legea 
(3.80) este diferenţiabilă şi că are loc (3.75). Pentru a demonstra aceasta este 
suficient să arătăm că funcţia U din (3.80) este derivabilă parţial în D, iar 
valorile derivatelor parţiale în punctul B 


oU oU 
gr EY) g” 


sunt egale respectiv cu P(x,y) si Q(x, y). Pentru derivabilitatea parţială a 
funcţiei U trebuie să cercetăm existența limitelor: 


lim aoli 
t—0 t t—0 t 


(3.81) 


Cantitatea de la numărătorul primei limite este egală cu integrala expresiei 
diferenţiale Pdr+Qdy de-a lungul unui drum de integrare care leagă punctele 
B(z,y) si Bı(x +t, y) drum care este paralel cu axa Oz. Folosind formulele 
de calcul ale integralelor curbilinii de al doilea tip în cazul în care calea de 
integrare este paralelă cu una din axele de coordonate, găsim: 


Uz + 59) -Ula) = [| Pl, y)dr; 
e (3.82) 
Ulz y +t)-U(s,y) = ] Q(z, 7) dr. 


Funcţiile P şi Q fiind continue, ele sunt în acelaşi timp parţial continue şi ca 
atare integranţii din (3.82) sunt funcţii continue. Rezultă că integralelor din 
membrul doi a lui (3.82) li se poate aplica teorema valorii medii. Obţinem 


U(z +t,y)—U(z,y) 
U(z,y T t) di Ulz; y) 


t P(x + 0t, y); 


Qla yt): (3.83) 


Capitolul 3 — Integrale curbilinii 163 


Din (3.83) şi continuitatea funcţiilor P şi Q deducem că limitele din (3.81) 
există, ceea ce atrage că funcţia U este derivabilă parţial pe D şi derivatele 
parţiale sunt date de 


T ley) = Plesy), G ley) = Qv) (3.84) 
În baza faptului că funcţiile P şi Q sunt continue deducem că derivatele 
parțiale de ordinul întâi ale funcției U sunt continue pe D. Ori, o funcţie 
care posedă derivate parţiale continue pe domeniul D este diferenţiabilă pe 
D. Având în vedere (3.84) rezultă că diferenţiala funcţiei U în punctul B(z,y) 
este dată de (3.75). 

Urmează să arătăm că 3 — 4. Dacă expresia diferenţială (3.78) este di- 
ferenţiala totală exactă a funcţiei U în punctul B(x, y), atunci din unicitatea 
expresiei diferenţialei unei funcţii avem (3.84). Din ipotezele acestei părţi a 
teoremei avem că există derivatele parţiale mixte secunde ale funcţiei U în 
punctul B(x, y) şi că acestea sunt continue pe domeniul D deoarece continue 
pe D sunt derivatele parţiale ale funcţiei Q în raport cu x şi ale funcţiei P 
în raport cu y. Conform criteriului lui Schwarz, derivatele parţiale mixte de 
ordinul al doilea ale funcţiei U sunt egale oriunde în D ceea ce atrage că 
avem (3.79) în orice punct al domeniului D. 

Rămâne să mai demonstrăm că 4 = 1. Presupunem că egalitatea (3.79) 
este satisfăcută peste tot în domeniul D şi fie C o curbă închisă, arbitrară, 
netedă sau netedă pe porţiuni, inclusă în domeniul D. Domeniul D fiind 
unul conex, submulţimea D; a lui IR? care are ca frontieră curba închisă C 
este în acelaşi timp submulțime a domeniului D, iar pe această submulțime 
derivatele faţă de y a lui P şi faţă de z a lui Q sunt definite şi continue. 
Prin urmare, în baza formulei integrale a lui Green, care o vom demonstra 
în capitolul următor, integrala curbilinie 


L P(z,y)dz + Q(z, y)dy (3.85) 


poate fi transformată întro integrală dublă prin relaţia 
oQ OP 
P z f AE PE ai A 86 
|, Pe wăz + Qta av = |, (gE) gple)aza (8.86) 


În baza ipotezei, exprimată prin egalitatea (3.79), integrala din membrul 
drept a relaţiei (3.86) este egală cu zero. In consecinţă, integrala curbilinie 
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(3.85) este egală cu zero pe orice curbă închisă C, netedă sau netedă pe 
porţiuni, situată în întregime în domeniul D. Cu aceasta teorema enunțată 
este complet demonstrată. E 


3.10.3 Cazul unui domeniu în spațiu simplu conex 


Rezultatele demonstrate în Teorema 3.10.1 pot fi transpuse şi în cazul spaţial. 
Pentru aceasta ar trebui mai întâi să definim noţiunea de domeniu tridimen- 
sional simplu conex. 


Definiţia 3.10.3 Un domeniu D C IR? se numeşte simplu conex dacă 
orice suprafată S închisă, netedă sau netedă pe porțiuni, cu imaginea inclusă 
în interiorul lui D este frontiera unei submulţimi inclusă în întregime în D. 


Dăm mai jos enunţul teoremei similare care transpune în spaţiu rezultatele 
demonstrate în Teorema 3.10.1. 


Teorema 3.10.2 Dacă funcţiile P, Q şi R şi derivatele lor parţiale: 

OR. ðQ OP ƏR ðQ OP 

Oy' 02" 0z' ðr’ ðr’ ðy 
sunt definite şi continue pe domeniul tridimensional simplu conex D, atunci 
următoarele patru condiţii sunt echivalente: 


1. integrala curbilinie de tipul al doilea din câmpul F = (P, Q, R) de-a 
lungul oricărei curbe închise (C), netede sau netede pe porțiuni, inclusă 
în D, este egală cu zero 


|, Păz + Qdy + Raz =) 


2. integrala curbilinie de tipul al doilea din câmpul vectorial F = (P, Q, R) 
este independentă de alegerea căii de integrare de extremităţi A şi B, 
puncte fixate dar alese arbitrar în D. 


3. expresia diferenţială 
y= Piz, y, z)dz + Q(z, Y, 2)dy a R(x, Y, z)dz 


este diferenţiala totală (exactă) a unei funcții reale de trei variabile 
reale U definită şi diferențiabilà pe D, adică avem 


dU(x,y,z) = P(x,y, z)dxz + Q(x, y, z)dy + R(x,y, z)dz. 
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4. relaţiile 


Oy Y, yR Oz LU, 2 i 

92 X.Y, Z R; ðr z, Y, Z J (3.87) 
9Q ðP 

gr (29 2) P g On 


au loc în orice punct M(x,y,z) E€ D. 


3.10.4 Operatorul rotor 


Teorema 3.10.2 sugerează folosirea operatorului diferențial V a lui Hamilton 
cu ajutorul căruia unele din concluziile teoremei se vor scrie mai simplu. 
Deşi acest operator a fost introdus anterior, preferăm să reamintim şi să 
prezentăm unele chestiuni care au legătură cu subiectul tratat şi anume cu 
independenţa de drum a integralelor curbilinii. 


Definiţia 3.10.4 Se numeşte rotorul câmpului vectorial diferenţiabil 
F=(P,Q,R)=Pi+Qj+ RkeC!(D), 


vectorul notat cu simbolul rot F a cărui expresie analitică în baza {i, j, k} 
este 


ƏR 20); 


OP OR. v00. OP 
dy ðz ( Jk 


rotF=( ea Oz Oy 


(3.88) 


Observaţia 3.10.1 Expresia rotorului câmpului vectorial F poate fi scrisă 
convenabil ca determinantul simbolic 


i j k 
o ð 9 
POR 


unde, în formula de calcul a determinantului după elementele primei linii, 


à i ant si „0 aö ð SE TERTIA 
înmulțirea uneia din operațiile —, — şi — cu o funcţie înseamnă derivata 
Oz Oy Oz 


parțială a acelei funcţii în raport cu variabila corespunzătoare: de exemplu, 


Or 


Q înseamnă derivata în raport cu x a funcţiei Q, adică TA 
z 


166 Ion Crăciun 


Observaţia 3.10.2 Având în vedere că expresia analitică a operatorului vec- 
torial V este ə ə ə 
V= -—i- j- k 
Oz Oy Oz 
şi ținând cont de expresia produsului vectorial a doi vectori, deducem că ro- 
torul unui câmp vectorial F este produsul vectorial al operatorului V cu vec- 
torul F. Prin urmare relaţiile (3.88) şi (3.89) se scriu în forma 


rotE =V xF. 


Definiţia 3.10.5 Câmpul vectorial F € C!(D) se numeşte irotaţional dacă 
egalitatea V x F = 0 are loc în toate punctele lui D. 


Observaţia 3.10.3 Câmpul vectorial diferențiabil F = (P, Q, R) este iro- 
tațional pe domeniul tridimensional D dacă şi numai dacă au loc relaţiile 
(3.87). 


Folosind rezultatele de mai sus, o parte a Teoremei 3.10.2 se poate refor- 
mula. 


Teorema 3.10.3 Integrala curbilinie de tipul al doilea a câmpului vectorial 
F = (P,Q, R) € C'(D) 


este independentă de drumul de integrare situat în domeniul simplu conex D 
dacă şi numai dacă câmpul vectorial F este irotațional. 


Aşadar, după ce verificăm dacă domeniul pe care este definit câmpul di- 
ferenţiabil F este simplu conex, independenţa de drum pe D a integralei 
curbilinii în raport cu coordonatele din câmpul vectorial F este funcție de 
rotorul acestui câmp. Dacă F este câmp irotaţional şi D este domeniu simplu 
conex, atunci integrala curbilinie (3.73) este independentă de drum pe D. 


3.11 Primitiva unei expresii diferenţiale 


În demonstraţia Teoremei 3.10.1 am rezolvat implicit următoarea problemă: 
dată expresia, diferenţială (3.78) să se găsească o funcţie reală diferenţiabilă 
U, de două variabile reale, a cărui diferenţială totală să coincidă cu expresia, 
(3.78), adică să avem (3.75). Odată găsită o astfel de funcţie U, oricare alta 
cu aceeaşi proprietate diferă de U printr-o constantă. 
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Definiţia 3.11.1 Fie F = (P, Q, R) un câmp vectorial definit pe domeniul 
D C IR pentru care există rotorul V x F care să fie funcţie continuă. Se 
numeşte primitiva expresiei diferenţiale 


w = P(x,y, z)dz + Q(x, y, 2)dy + R(x, y, z)dz 


funcția reală de trei variabile reale U definită şi diferențiabilă pe D care are 
proprietatea 
dU(z,y,z) =w. 


Observaţia 3.11.1 Dacă domeniul tridimensional D este simplu conex şi 
câmpul vectorial F este irotațional, integrala curbilinie din expresia diferen- 
tială w este independentă de drum pe D, iar funcția 


U: D — R, U(z,y,z) =j petale sa (3.90) 
B 


unde A este un punct fixat din D şi B(x,y,z) este punct variabil al lui D, 
este o primitivă a expresiei diferenţiale w. 


Observaţia 3.11.2 Fiindcă integrala din (3.90) nu depinde de calea de in- 
tegrare, putem considera că (AB) este o linie poligonală paralelă cu azele de 
coordonate. Considerând că punctele A şi B au coordonatele A(xo, yo, 20) 
şi B(z,y,2), linia poligonală (ACDB) este paralelă cu azele de coordonate 
dacă C(z, yo, zo) şi D(z, y, 20). 


Să calculăm integrala curbilinie din expresia diferenţială w pe linia poli- 
gonală (ACDB). Avem 


U(x, yz) 3. w + | wtf w. (3.91) 
(AC) (CD) (DB) 

Dar pe drumul (AC), y = yo (constant), z = 29 (constant), deci dy = 0, 

dz=0Q0 şi 


T 


E w P Pdz + Qdy + Rdz = / P(t, yo, zo) dt. (3.92) 


0 


Pe drumul (segmentul de dreaptă) (CD), z = z (constant), z = 29 (constant), 
deci dz = 0, dz = 0 şi 


yY 
SI Pur Oietis Kayai 
fon” e 2 + Qdy + Rdz I Ole, t, zo) 
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În sfârşit, pe ultima porţiune netedă de drum (DB), x = z (constant), y = y 
(constant), deci dz = 0, dy =0 şi 


3 Peas) E E O: t) dt. 3.93 
hoa” E x + Qdy + Rdz f (x, y, t) (3.93) 


zo 


Folosind (3.92) — (3.93) în (3.91), obținem că funcția 


U(z,y,2)= | P(t, vo, zo)dt + | Qla, t, zo)dt+ | Riu, t)dt (3.94) 
T ZO 


0 yo 


este o primitivă a expresiei diferenţiale w = Pdz + Qdy + Rdz şi anume acea 
primitivă care se anulează în punctul A(zo, Yo, 20). 

Să remarcăm că o formulă analoagă formulei (3.94) se obține dacă se 
integrează expresia diferențială w pe oricare alte trei muchii paralele cu axele 
de coordonate ale paralelipipedului cu două din vărfurile opuse A(zo, Yo, 20) 
şi B(x,y,2). De exemplu, dacă drumul de integrare este (AFEFB), unde 
E(zo, Y, zo) si F(z0, y, 2), primitiva din (3.94) se scrie în forma unei sume 
de trei integrale curbilinii pe segmente de drepte 


U(z,y,z) = A F(r)-dr+ ka F(r)- dr + ja F(r)- dr. 


Aplicând formula de calcul a unei integrale curbilinii în spaţiu, găsim că o 
altă expresie a primitivei expresiei diferenţiale w = F(r) - dr este 


iz) = a 20)dt + f R(zxo, y, t)dt + | Pity, z)dt. (3.95) 
zo To 


Yo 


În cazul plan, două din primitivele expresiei diferențiale (3.78) sunt: 


z y 
Uz = | P(t, yo)dt + | Q(z, t) dt; 


zO yo 


z y 
U(x,y,z) = i! P(t, y)dt + | Q(zo, dt 
To yo 
şi se obţin respectiv când integrăm w pe linia poligonală (ACB) cu C(x, yo) 
şi pe calea de integrare rezultată din reuniunea segmentelor de dreaptă (AD) 
şi (DB), unde D(zo, y). 
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Exerciţiul 3.11.1 Se dă expresia diferențială 


ma (2, E apa) a dy Ta E e 


definită pe orice domeniu tridimensional D, simplu conex, care nu inter- 
sectează planele de coordonate Oyz şi Ozz. Să se arate că expresia de mai 
sus este o diferențială totală exactă şi să se determine funcţiile primitive ale 
sale. 


Soluţie. Funcţiile P, Q şi R au valorile 


1 1 


Z 
P zea SAN 
(£, y, z) (3 aa za Q(x, y, z) aa 


x 1 
R(z,y, 2) = T2422 ry 


gi, după cum se vede, sunt continue şi derivabile pe domeniul simplu conex 
D. Trebuie să mai verificăm că V x F = 0, unde F = (P, Q, R). Efectuând 
derivatele parțiale ale funcțiilor coordonate P, Q, R, găsim 


ðR æQ ı 
Oy Oz — ry?” 

ole a O aa asi n 
Oz — ðr — ry (+2)? 
eaa astia 

ðr — ðy — y? 


deci câmpul vectorial F este irotațional pe D. Pentru determinarea unei 
primitive vom lua A(zo, yo, 0) cu zo- Yo Æ 0 şi B(x, y, z) şi aplicăm formula 
(3.95). Avem 


Uau > | 


To 


T y 


P(t, yo, Ode + | Qle, t, O)jdt+ | Rep t) dt, 
Yı 


(9) 
Primele două integrale sunt nule pentru că în puncte ale planului zOy func- 
tiile P şi Q au valori egale cu zero. Calculând cea de a treia integrală, găsim 


z 


£ 1 
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Rezultă că primitiva. expresiei diferenţiale w care se anulează în punctele 
domeniului D situate în planul Oy este 


Zo Z 
U(xz,y,z) = arctg — — —, 
z TY 
oricare altă primitivă fiind V (x, y, 2) = U (x, y, 2)+0, unde C este o constantă 
reală arbitrară. m 


Exercitiul 3.11.2 Fie expresia diferenţială 
= y Z 
S (3 +y? + 2y)dx i (22 24 pw 


definită întrun domeniu plan simplu conex D care nu conţine originea. Să 
se arate că w este diferențială totală exactă pe D şi să se determine funcţia 
diferențiabilă U : D — IR cu proprietatea dU (z, y) = w. 


Soluţie. Funcţiile reale de două variabile reale P şi Q au valorile date de: 


T 
Piz) = F + 2y; Da) aa pi 
O OP 
Derivatele parţiale G şi —— au valorile egale, şi anume 
Oz ` Oy 
o OP 2—4? 
Q ToT y 


gr E9) z gra = CETHE 


deci integrala curbilinie de tipul al doilea din expresia diferențială w nu de- 


pinde de drumul de integrare situat în D. Funcția U a cărei diferențială este 
w şi care se anulează în punctul A(a, b) are valorile: 


U(xz,y) = Toz + 2b)dt + | a — pad 


ita t=x t=y t |t=y 
U(x,y) = arctg Ta + 2] _ + Zal — arctg Aa 


a 
x 


Oricare altă primitivă V a expresiei diferențiale date este de forma 


U(x,y) = 2zy + arctg Idu arctg 
y 


V(x, y) = 2xy + arctg zi + C, 
y 


unde C este o constantă reală arbitrară. m 
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Integrala dublă 


4.1 Elemente de topologie în IR? 


În acest paragraf vom reaminti unele noţiuni de topologie în spaţiul euclidi- 
an IR?. Între punctele acestui spaţiu şi cele ale unui plan în care s-a ales o 
pereche de axe perpendiculare Oz şi Oy, de versori e. = (1,0) şi respectiv 
e = (0, 1), există o corespondenţă biunivocă. 


Definiţia 4.1.1 Se numeşte disc deschis cu centrul în a = (a,b) şi rază 
e > 0 mulţimea 


B(a,c) = {x = (x,y) € R2: d(x,a) < e}, 


unde d este metrica euclidiană pe IR° şi d(x, a) = e — a)? + (y — b)? este 
distanța dintre punctele x şi a. 


Pentru simplitatea expunerii, discului deschis îi vom spune simplu disc. 


Definiţia 4.1.2 Un punct a € IR? se numeşte punct interior al mulțimii 
D C IR? dacă există un e > 0 astfel încât B(a,£) C D. 


Observaţia 4.1.1 Un punct interior al mulţimii D aparține acesteia. 


Definiţia 4.1.3 Submulţimea D C IR? se numeşte mulțime deschisă dacă 
toate elementele sale sunt puncte interioare. 
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Definiţia 4.1.4 Spunem că mulţimea D C IR? este mulţime conexă dacă 
oricare două puncte ale lui D pot fi unite printr-un arc de curbă conținut în 
întregime în D. 


Definiţia 4.1.5 O mulţime deschisă şi coneză se numeşte domeniu. 


De exemplu, discul cu centrul în origine şi rază 1, adică totalitatea punctelor 
(x,y) care satisfac inegalitatea £? + y? < 1, este un domeniu, în timp ce 
mulţimea rezultată din reuniunea a două discuri 


{(x,y) € R? |z? +y? <1} U {(z,y) € R° | (z3) +2 1 


nu este un domeniu deoarece, deşi este mulţime deschisă, nu este mulţime 
conexă întru-cât există perechi de puncte ale sale care nu pot fi unite printr- 
un arc de curbă conţinut în întregime în această mulţime. 


Definiţia 4.1.6 Un punct a € IR? se numeşte punct frontieră al mulțimii 
D dacă orice vecinătate a sa conţine atât puncte ale lui D cât şi puncte care 
nu aparțin lui D. Totalitatea punctelor frontieră ale unei mulţimi se numeşte 
frontiera acelei mulţimi. 


Observaţia 4.1.2 Un punct frontieră al unei mulţimi D poate să aparțină 
sau să nu aparțină lui D. In particular, o mulţime deschisă nu conţine nici 
unul din punctele frontierei sale. 


Definiţia 4.1.7 O mulțime care îşi conține toate punctele frontieră se nu- 
meşte mulţime închisă. 


Observaţia 4.1.3 Piecărei mulţimi i se poate ataşa o mulţime închisă, care 
se numeşte închiderea acelei mulţimi, care constă din toate punctele multi- 
mii la care se adaugă punctele sale frontieră. 


In particular, când adăugăm unui domeniu D punctele sale frontieră ob- 
tinem o mulţime închisă pe care putem să o numim domeniu închis sau 
continuu. 


Definiţia 4.1.8 Punctul a € IR? se numeşte punct limită sau punct de 
acumulare al mulţimii D C IR? dacă există un şir de puncte din D, cu 
termeni diferiți de a, convergent la a. 
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Observaţia 4.1.4 Un punct limită al unei mulțimi D poate să aparțină sau 
să nu aparțină mulțimii D. 


Se ştie că o mulţime este închisă dacă şi numai dacă îşi conţine toate 
punctele de acumulare. 


Definiţia 4.1.9 Mulțimea D C IR? se numeşte mărginită dacă poate fi 
inclusă întrun disc cu centrul întrun punct oarecare al spaţiului IR? deci, 
indiferent de Xo € IR?, există r > 0 astfel încât 


D C B(x,r). 


Definiţia 4.1.10 O multime mărginită şi închisă în IR? se numeşte multi- 
me compactă în R?. 


Dacă D este o mulţime mărginită în IR?, atunci mulţimea tuturor dis- 
tanțelor d(x,y) între punctele arbitrare x € D şi y € D este o mulţime 
de numere reale nenegative mărginită deoarece oricare din aceste distanțe 
nu poate fi mai mare decât diametrul discului în care este inclusă mulțimea 
D. Prin urmare, putem vorbi de marginea superioară a acestei mulțimi de 
numere. 


Definiţia 4.1.11 Se numeşte diametrul mulţimii mărginită D C IR? mar- 
ginea superioară a mulțimii de numere nenegative {d(x, y): x € D, y € D}. 


Definiţia 4.1.12 Fie D şi E două mulțimi arbitrare din R°. Se numeşte 
distanţa dintre mulțimile D şi E marginea inferioară d(D, E) a mulţimii 
de numere reale nenegative d(x,y), unde x € D, iary € E. 


Dacă mulțimile D şi E au cel puţin un punct în comun (au intersecţie 
nevidă), atunci d(A, B) = 0. Reciproca acestei afirmaţii nu are loc în general. 
De exemplu, distanţa între hiperbola echilateră x -y = 1 şi axa Oz este zero 
deşi aceste două mulţimi de puncte nu au nici un punct comun deoarece axa 
Oz nu intersectează hiperbola, ea fiind însă asimptota hiperbolei. În legătură 
cu această. afirmaţie avem următorul rezultat. 


Teorema 4.1.1 (Separabilitatea mulțimilor închise) Dacă mulțimile D 
şi E sunt compacte şi disjuncte în IR?, atunci d(D, E) > 0. 
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Demonstraţie. Presupunem contrariul, adică d(D, E) = 0. Din Definiţia 
4.1.12 şi teorema de caracterizare a marginii inferioare a unei mulţimi, rezultă 
că pentru fiecare n € IN* există punctele x, € D şi yn € E astfel încât 


A ps a = (4.1) 


Deoarece mulţimea D este mărginită rezultă că şirul de puncte (Xn) este 
mărginit şi, după lema lui Cesaro, admite un subşir 


Xk Xka tt’ Xin; 


convergent la un punct xy. Corespunzător, şirul de puncte 


Yki Yho tts Ykns `; 


subşir al şirului (yn), este convergent conform lui (4.1) la acelaşi punct xo. 
Să demonstrăm că punctul xo aparţine mulţimii D. Într-adevăr, pot ex- 
ista două posibilităţi. Ori subşirul (4) conține o infinitate de puncte dis- 
tincte, fapt care arată că Xọ este punct limită al mulţimii D, prin urmare 
Xo € D deoarece D este o mulțime închisă ori, de la un rang înainte, toţi 
termenii subşirului sunt egali cu x9, caz în care limita este de asemeni Xo, 
care din nou aparține lui D. Limita celui de al doilea subşir este tot xo şi 
aparţine lui Æ, deoarece şi E este mulţime închisă. Atunci, D şi E au un 
punct în comun ceea, ce contrazice ipoteza teoremei. E 


4.2 Aria figurilor plane 


Prin mulţime poligonală înțelegem mulţimea constituită dintr-un număr 
finit de submulţimi ale lui JR? ale căror frontiere sunt linii frânte închise. 
Noţiunea de arie a unei mulţimi poligonale este bine cunoscută din ge- 
ometria. elementară. Aria unei mulţimi poligonale este un număr nenegativ 
care posedă următoarele proprietăţi: 


1. (monotonie) Dacă P şi Q sunt două mulţimi poligonale, iar P C Q, 
atunci 
aria P < aria Q; 
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2. (aditivitate) Dacă P, şi P> sunt două mulţimi poligonale disjuncte şi 
P, U P, este reuniunea, acestora, atunci 


aria (Pi U P) = aria P; + aria P; 


3. (invarianță) Dacă două mulţimi poligonale P) şi P> sunt congruente, 
atunci 
aria P, = aria P>. 


Să extindem noţiunea de arie, cu păstrarea celor trei proprietăţi, la o 
clasă mai amplă de mulţimi plane. În acest scop considerăm mulţimea F, 
o submulțime a mulţimii IR?2. Vom considera de asemeni toate mulțimile 
poligonale P incluse în F şi toate mulțimile poligonale Q care includ mul- 
timea F. Primele mulţimi se vor numi mulţimi scufundate în mulţimea 
F, iar mulțimile din cea de a doua categorie formează ceea ce se numeşte 
înfăşurătoarea mulţimii F. Ariile mulțimilor scufundate în mulţimea F sunt 
mărginite superior, un majorant fiind aria oricărei mulţimi mărginite care 
face parte din înfăşurătoarea lui F. Mulțimea de numere reale nenegative care 
reprezintă ariile mulțimilor scufundate, fiind o mulţime majorată, admite o 
margine superioară 


Su = S+(F) = sup{ (aria P): P C F}, 


iar mulţimea ariilor mulțimilor care constituie înfăşurătoarea lui F posedă 
evident minoranţi şi ca atare admite margine inferioară 


S* = S*(F) = inf{ (aria Q) : Q D F}. 


Cantitatea Są este cunoscută ca măsura Jordan interioară a mulţimii F, 
iar numărul $* se numeşte măsura Jordan exterioară a aceleiaşi mulţimi. 
Aria oricărei mulţimi scufundate în F nu întrece aria oricărei mulţimi care 
înfăşoară pe F şi, ca urmare, avem 


De K Or 


Dacă S, = S* = S, atunci valoarea comună S se numeşte măsura Jordan a 
mulţimii F. În acest caz mulţimea F se zice că este carabilă sau măsurabilă 
Jordan. 

Astfel, am extins conceptul de arie de la o mulţime poligonală, care este 
evident o mulţime carabilă, la o mulţime mărginită oarecare din plan. Vom 
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demonstra că cele trei proprietăţi ale ariilor mulțimilor poligonale se conservă 
şi pentru ariile mulțimilor oarecare mărginite din plan. 

Vom stabili acum o condiţie necesară şi suficientă ca o mulţime mărginită 
să fie carabilă. 


Teorema 4.2.1 O figură plană mărginită F este carabilă dacă şi numai dacă 
pentru orice e > 0 există două mulţimi poligonale P C F şi Q D F astfel 
încât 

aria Q — aria P < €. (4.2) 


Demonstraţie. Într-adevăr, dacă aceste mulţimi P şi Q există, atunci din 
(4.2) şi din 
aria P < S, < S* < aria Q 


rezultă 
0<S8* — S, <c>0 


şi fiindcă e > 0 este ales arbitrar rezultă că S, = S*. 

Reciproc, dacă Są = S*, atunci după teoremele de caracterizare ale 
marginilor inferioară şi superioară, pentru orice e > 0 dat există o mulți- 
me poligonală P, scufundată în F, şi o mulţime Q din înfăşurătoarea lui F, 
astfel încât 


e E 
5, — 3 < aria P < Su, 3* < aria Q < st, 


care implică (4.2), ceea ce completează demonstrația teoremei. E 


Mulțimea punctelor care aparțin unei mulţimi poligonale Q care înfăşoară 
mulțimea F şi nu aparțin mulțimii poligonale P, scufundată în F, este o mul- 
time poligonală având aria egală cu diferenţa dintre aria lui Q şi aria lui 
P. Această mulţime de puncte conține frontiera mulţimii F. În consecinţă, 
condiţia, din Teorema 4.2.1 implică că F este carabilă dacă şi numai dacă 
frontiera sa poate fi scufundată întro mulţime poligonală cu arie arbitrar de 
mică. 

Cu ajutorul Teoremei 4.2.1 se poate stabili măsurabilitatea Jordan a unor 
mulţimi diferite de cele poligonale. O astfel de mulţime poate fi discul de 
rază r. Mulţimile P şi Q pentru disc pot fi mulțimile mărginite de poligoane 
regulate înscrise şi respectiv circumscrise discului, numărul n al laturilor 
acestor poligoane fiind suficient de mare. De altfel, acesta este modul în 
care, în geometria elementară, se obţine formula ariei discului de rază r. 
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Definiţia 4.2.1 O mulţime de puncte din IR? se numeşte mulţime de arie 
nulă dacă ea poate fi scufundată într-o mulțime poligonală de arie arbitrar 
de mică. 


Observaţia 4.2.1 O curbă în planul Oxy este o mulţime de arie nulă. 


Noţiunea din Definiţia 4.2.1 face ca Teorema 4.2.1 să poată fi reformulată 
în următoarea, formă echivalentă. 


Teorema 4.2.2 Necesar şi suficient pentru ca mulţimea F să fie măsurabilă 
Jordan este ca frontiera sa să fie de arie nulă. 


Bazat pe această teoremă putem prezenta o clasă suficient de vastă de mul- 
timi carabile la care vom face referire în consideraţiile ulterioare. Pentru 
aceasta să ne amintim că o curbă plană (C) reprezentată parametric prin 
ecuaţiile 


y = y(t), 


unde funcţiile p : [a, 6] > R şi y : [a, 8] — R sunt continue, derivabile, 
cu derivate continuie sau continuie pe porțiuni este o curbă rectificabilă, 
lungimea L a acesteia fiind datà de integrala definită 


Bal et) + YZE) dt. 


Lema 4.2.1 Orice curbă plană rectificabilă este o mulțime de arie nulă. 


Demonstraţie. Fie (C) o curbă plană rectificabilă de lungime L. Divizăm 
curba în n părţi prin n+1 puncte astfel încât lungimea fiecărei părţi să fie L/n 
gi construim un pătrat de latură 2L/n cu centrul de simetrie în punctul de 
diviziune de ordin k, unde k ia toate valorile de la 1 până la n+ 1. Reuniunea 
acestor pătrate este o mulțime poligonală care înfăşoară curba (C') şi a cărei 
arie nu întrece suma ariilor pătrateleor construite, prin urmare nu este mai 


mare decât 

4p? 
Deoarece L este fixat şi n poate lua valori numere naturale oricât de mari 
dorim, curba (L) poate fi scufundată întro mulţime poligonală de arie extrem 


de mică şi ca atare aria lui (C) este egală cu zero. E 
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Corolarul 4.2.1 Orice mulţime plană mărginită a cărei frontieră. este o re- 
uniune finită de curbe plane rectificabile este mulţime măsurabilă Jordan. 


Aceasta este clasa de mulţimi care o vom considera în continuare. 


Observaţia 4.2.2 Orice mulţime de puncte din plan, cu frontiera reprezen- 
tată ca o reuniune finită de curbe plane definite printr-o ecuație carteziană 
explicită de forma 

y = f(x), gb, 


sau printr-o ecuaţie carteziană explicită de forma 
2 = 9(y), casă, 


unde funcțiile f şi g sunt funcţii continue, cu derivate continue pe porțiuni, 
este o mulţime măsurabilă în sens Jordan. 


Avem acum pregătite toate condiţiile pentru a arăta că noţiunea de arie a 
unei mulţimi plane mărginită satisface proprietăţile de monotonie, aditivitate 
şi invarianță. 

În ce priveşte monotonia aceasta este implicată de însăşi definiţia. ariei, 
demonstraţia sa putând fi uşor efectuată. Să stabilim aditivitatea. 


Teorema 4.2.3 Fie F; şi F> două figuri măsurabile Jordan având inte- 
rioarele disjuncte şi fie F reuniunea lor. Atunci, F este carabilă şi 


aria F = aria Fi + aria Fo. (4.3) 


Demonstraţie. Măsurabilitatea Jordan a mulţimii F rezultă din Teorema 
4.2.2 şi din faptul că frontiera lui F este o mulţime de arie nulă deoarece 
această frontieră este inclusă în reuniunea frontierelor mulțimilor Fi şi F>. 
Prin urmare, pentru a completa demonstraţia, trebuie să deducem egalitatea 
(4.3). Pentru aceasta considerăm mulțimile poligonale P, şi P) scufundate în 
respectiv mulțimile F} şi F> şi mulțimile poligonale Q1 şi Qə care înfăşoară Fi 
şi Fə respectiv. Deoarece mulțimile poligonale P; şi P> nu se intersectează, 
aria mulţimii poligonale P rezultată din reuniunea acestora este egală cu 
suma ariilor lor. Reuniunea Q a mulțimilor Q: şi Q2, care pot avea intersecţie 
nevidă, are arie care nu întrece suma ariilor acestora. Prin urmare, avem: 


aria P = aria Pı + aria P < aria F < aria Q < aria Qı + aria Q»; 


Capitolul 4 — Integrala dublă 179 


aria Pı + aria P, < aria Fı + aria F> < aria Qı + aria Qə. 


Deoarece diferenţele (aria Qı — aria P.) şi (aria Q — aria P2) pot fi făcute 
arbitrar de mici rezultă că are loc egalitatea (4.3). Astfel aditivitatea este 
demonstrată. m 


Proprietatea de invarianță a măsurabilităţii Jordan a unei mulţimi din R? 
este de asemeni evidentă. In plus, remarcăm o altă proprietate a mulțimilor 
plane mărginite şi măsurabile Jordan. 


Teorema 4.2.4 Intersecţia a două mulțimi din IR?, măsurabile în sensul lui 
Jordan, este o mulțime carabilă. 


Demonstraţie. Dacă Fi şi F> sunt două mulţimi carabile şi F este inter- 
secția lor, atunci fiecare punct frontieră este un punct frontieră al cel puţin 
uneia, din frontierele mulțimilor F} şi Fo. Afirmația teoremei rezultă din Te- 
orema 4.2.2 şi din faptul că aria unei reuniuni de mulţimi de arie nulă este 
egală cu zero. E 


Noţiunea de arie a fost introdusă în conformitate cu ideea lui Jordan, 
deşi această introducere are unele dezavantaje. Într-adevăr, după cum s-a 
arătat, reuniunea a două mulţimi carabile este o mulţime carabilă. Aceasta 
implică imediat că reuniunea unui număr finit de mulţimi carabile este o 
mulţime carabilă. Proprietatea însă nu se mai păstrează dacă numărul mul- 
ţimilor măsurabile în sens Jordan este infinit. Această situaţie face necesară 
introducerea unei alte măsuri în care să se păstreze proprietatea de mai sus. 
O astfel de măsura poate fi măsura Lebesgue, pe care nu o vom prezenta aici 
deoarece în continuare vom considera, doar integrabilitatea funcţiilor definite 
pe mulţimi măsurabile în sens Jordan. 


4.3 Definiția integralei duble 


Fie D o mulţime mărginită şi carabilă din planul cartezian raportat la reperul 
ortogonal xOy şi 
f:D—> R (4.4) 


o funcţie reală de două variabile reale definită şi mărginită pe mulțimea D. 
Definiţia 4.3.1 Se numeşte partiție sau divizare a multimii D mulţimea 
A= {D;, Dag se Dn} (4.5) 


de submulţimi a lui D cu proprietățile: 
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1. interioarele oricăror două mulţimi distincte sunt disjuncte; 


2. reuniunea tuturor mulțimilor partiției, numite elemente, în număr de 
n € IN”, este mulţimea D. 


Observaţia 4.3.1 O partiție a mulţimii mărginite D C IR°, măsurabilă în 
sens Jordan, se poate realiza cu ajutorul unor elemente a două familii uni- 
parametrice de curbe plane. De exemplu, aceste curbe plane pot fi unele 
paralele la azele de coordonate Ox şi Oy. 


Deoarece mulţimea D este mărginită rezultă că fiecare din elementele 
partiției A este mărginită şi ca atare mulţimea tuturor diametrelor d(D,) are 
un cel mai mare element. 


Definiţia 4.3.2 Fie mulţimea mărginită şi carabilă D şi A o partiție a aces- 
teia. Se numeşte norma sau fineţea divizării A numărul real v(A) sau || A|| 
egal cu cel mai mare dintre diametrele elementelor partiției. 


Considerăm o partiție A a mulţimii D şi suma de forma 


n 


oal f, Einni) = X F(E n) Si (4.6) 


i=1 


unde S; este aria lui D,, iar (6;,7;) este un punct arbitrar aparţinând lui D;, 
numit punct intermediar. 


Definiția 4.3.3 Sumele din relația (4.6) se numesc sume integrale asoci- 
ate funcției f din (4.4), modului de divizare A de forma (4.5) al mulţimii D 
şi sistemului de puncte intermediare (£;,n;) E€ D; ales arbitrar. 


Definiţia 4.3.4 O partiție A' = {D}, D2,- --, Di} a mulţimii D se spune că 
este o rafinare a divizării A din (4.5) dacă fiecare element D; al partiției 
A este sau element al partiției A' sau reuniunea câtorva elemente D; din 
partiția N. 

Observaţia 4.3.2 Fzistă o infinitate de sume integrale căci există o infini- 
tate de moduri de a diviza mulțimea D şi în cadrul fiecărei partiții există o 


infinitate de posibilităţi de a alege punctele intermediare. 


Introducem următoarea definiţie a limitei sumelor integrale (4.6). 
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Definiţia 4.3.5 Numărul real J este limita sumelor integrale (4.6) când 
||A]| — 0 dacă pentru orice e > 0 există 6 > 0 astfel încât oricare ar fi 
partitia A a mulțimii D cu 


JA] < ô (4.7) 
şi oricare ar fi alegerea punctelor intermediare (&;,m;) € Di să avem 
loa(f, Ei mi) > J| < “6. (4.8) 


Inegalitatea (4.8) trebuie să fie adevărată pentru toate sumele integrale 
calf, &, ni) care corespund partiției A din (4.5) ce satisface condiţia (4.7), 
indiferent de alegerea punctelor intermediare. 


Definiţia 4.3.6 Funcţia (4.4) se numeşte integrabilă pe D dacă limita su- 
melor integrale (4.6) pentru ||A|| — 0 există şi este finită. 


Definitia 4.3.7 Dacă funcția (4.4) este integrabilă pe D, atunci numărul 
real x 
J= lim  f(és m) Si (4.9) 
lAl Z 
se numeşte integrala dublă a funcţiei f pe mulţimea D şi se notează 
cu unul din simbolurile 


J=|] Fe, ydw; J=] ha ara (4.10) 


Funcţia f se numeşte integrand, D se numeşte domeniu de integrare, iar 
expresiile f(x, y)du şi f(x, y)dzdy se numesc elemente de integrare. 

Să găsim condiţii care, impuse funcţiei (4.4), asigură existenţa integralei 
duble (4.10). Aceste condiţii le vom numi condiţii de integrabilitate. 

Pentru a stabili condiţii de integrabilitate introducem sumele Darboux in- 
Jerioară şi superioară. În acest sens notăm prin M; şi m; marginea superioară 
şi respectiv marginea inferioară a valorilor restricţiei funcţiei f la elementul 
D; al partiției A din (4.5). 


Definiţia 4.3.8 Sumele: 


Q= Salf) = SM, Si Ww = salf) = pa Si (4.11) 
i=1 i=1 


se numesc respectiv suma Darboux superioară şi suma Darboux infe- 
rioară a funcției f corespunzătoare diviziunii A a mulțimii carabile D. 
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Observaţia 4.3.3 Din modul cum au fost definite sumele Darboux (4.11) 
rezultă că oricare ar fi divizarea A a mulțimii D, avem 


0 > uw. 


Să enumerăm proprietăţile fundamentale ale sumelor Darboux. 


1. 


Pentru orice divizare A a mulțimii D gi pentru orice alegere a sistemului 
de puncte intermediare, suma integrală corespunzătoare se află cuprinsă 
între suma Darboux inferioară şi suma Darboux superioară corespun- 
zătoare partiției A, 


MOE T E 


i=1 


În procesul de rafinare a divizării mulțimii D, sumele Darboux infe- 
rioare cresc, iar sumele Darboux superioare descresc. Aceasta înseamnă 
că dacă w şi Q sunt sumele Darboux corespunzătoare modului de di- 
vizare A, iar u/ şi Q’ sunt sumele Darboux corespunzătoare partiției 
AN, atunci 

w lw |< < CR 


Fie A' şi A” două diviziuni arbitrare a mulțimii D şi fie w’, 9Y şi w”, 
Q”, sumele Darboux corespunzătoare asociate acestor partiţii. Atunci, 
avem 

g! < Q” şi w" < Q 


adică orice sumă Darboux inferioară asociată funcţiei f şi corespunză- 
toare unui mod de divizare nu poate întrece suma Darboux superioară 
asociată aceleiaşi funcţii şi corespunzătoare oricărui alt mod de divizare 
a mulțimii D. 


Mulțimea tuturor sumelor Darboux superioare corespunzătoare funcției 
(4.4) este mărginită inferior, un minorant al acesteia fiind oricare dintre 
sumele Darboux inferioare asociate aceleiaşi funcții. 


Mulțimea tuturor sumelor Darboux inferioare corespunzătoare funcției 
f din (4.4) este mărginită superior, un majorant al acestei mulțimi fiind 
oricare din sumele Darboux superioare asociate funcției f. 
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6. Dacă notăm cu D mulţimea divizărilor mulţimii D, atunci există nu- 
merele reale: 


J =inf{Sa(f): A € D}, J= sup{sa (f): A € D}, 


care se numesc integralele Darboux superioară şi respectiv inferioară 
ale funcţiei f : DC R? —> R. 


Teorema 4.3.1 Integralele Darboux inferioară şi superioară ale funcției re- 
ale de două variabile reale f definită pe multimea carabilă D C IR? satisfac 
inegalitatea 

J <J. 


Demonstraţie. Presupunem contrariul şi anume că J > J. Atunci, există 
un număr £ > 0 astfel încât 


J- J >e> Q. (4.12) 


Pe de altă parte, după teoremele de caracterizare ale marginilor inferioară şi 
superioară, putem spune că pentru e > 0 de mai sus există o sumă Darboux 
superioară Qı şi o sumă Darboux inferioară wə astfel încât 

E e E 
3 SI J ZW < 5 


Q-J< 


de unde deducem 
Q — wa + (J = J) < E. 
În consecinţă, în conformitate cu (4.12), avem 


O — w: < 0 


care contrazice proprietatea 3. a sumelor Darboux. a 


4.4 Condiții de integrabilitate 


Proprietăţile sumelor Darboux inferioare şi superioare permit stabilirea unei 
condiţii necesare şi suficiente pentru integrabilitatea funcţiei reale f definită 
şi mărginită pe o mulţime carabilă din R°. 
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Lema 4.4.1 (Darboux) Integrala superioară .] (respectiv integrala inferi- 
oară J) este limita pentru ||A|| — 0 a sumelor Darbouz superioare (respectiv 
a sumelor Darbouz inferioare). 


Demonstraţie.  Introducem mai întâi noţiunea de frontieră a partiției 
A a mulţimii D. Dacă partiţia A € D este compusă din submulţimile D;, 
atunci reuniunea OA a frontierelor OD, ale mulțimilor D; se numeşte frontiera 
partiției A. Prin urmare, 


OA = 0D, U Də U -U ƏD. 


Frontierele OD, fiind de arie nulă oricare ar fi divizarea A € D, rezultă că 
frontiera divizării OA este de arie nulă. 

În plus, putem afirma că frontiera OA se poate prezenta în cele din urmă 
ca reuniune de curbe închise, care sunt mulţimi închise în IR?, şi ca urmare 
OA este o mulţime închisă în R. 

Având în vedere cine este J rezultă că pentru orice e > 0 există o divizare 
A* a mulţimii D cu proprietatea că suma Darboux superioară Q* satisface 
condiţia 

Maa o sea ant 
2 
Frontiera OA* a divizării A* poate fi scufundată întro mulţime poligonală Q 
de arie mai mică decât e/(2M), unde M = supt |f(z,y)| : (x,y) € D}, incluz- 
iunea OA* C Q fiind strictă. Frontiera OA* şi frontiera mulţimii poligonale 
Q sunt două mulţimi închise în IR? care nu au puncte comune. În consecinţă, 
distanţa dintre aceste mulţimi este un număr pozitiv a. Considerăm acum o 
partiție arbitrară A € D cu proprietatea ||A]| < a. Elementele partiției A, 
deci mulțimile D;, au următoarea proprietate evidentă: dacă D; şi OA* au cel 
puţin un punct în comun, atunci mulţimea D; este strict inclusă în interiorul 
mulţimii poligonale Q. Asemenea mulţimi componente ale partiției A vor fi 
numite elemente frontieră, iar toate celelalte elemente, care nu se încadrează 
în această categorie, le vom numi elemente interioare. Să arătăm acum că 
oricărei partiţii A € D cu ||A|| < a, corespunde o sumă Darboux superioară 
Q care diferă de integrala Darboux superioară J cu mai puţin decât e. Pentru 
aceasta împărţim termenii care intră în definiţia sumei Q în două grupe de 
termeni 
n 
Q =Y M; Si = XM! S+ Y” MS, 


i=1 
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unde sumarea în penultima sumă, se extinde la toate elementele interioare 
în timp ce, în ultima sumă, sumarea, se referă la elementele frontieră. Să 
evaluăm separat fiecare din aceste sume. Fiecare element interior al partiției 
A este strict inclus întrun element al partiției A*. Fiindcă marginea supe- 
rioară M; a valorilor funcţiei f(x,y), pe un element interior al divizării A, 
nu depăşeşte marginea superioară a aceleiaşi funcţii pe elementul divizării 
A* care conţine elementul interior respectiv, rezultă că partea din suma Dar- 
boux superioară Q referitoare la elementele interioare nu poate întrece pe 0”, 
adică 
SM a AA 


Mai departe, avem inegalităţile evidente: 


M" <M: "S" < ari ER 
MPSM; YS, < aria Q < i 


In consecinţă, vom avea satisfăcută inegalitatea 


SMS < 3 


şi ca urmare, 


Q= MS +E M'S < + < Tte 


Aşadar am demonstrat că oricare ar fi € > 0 există un număr a care depinde 
de e încât oricare ar fi divizarea A cu ||A|| < a, avem 


Qos J LE 


rezultat care arată că limita, pentru norma divizărilor tinzând la zero, a 
sumelor Darboux superioare este integrala superioară Darboux. In mod 
asemănător se demonstrează şi cealaltă afirmație a lemei. m 


Teorema 4.4.1 (Criteriul de integrabilitate a lui Darboux). O func- 
tie mărginită f(x,y) definită pe o multime mărginită şi carabilă D C IR? este 
integrabilă pe D dacă şi numai dacă pentru orice e > 0 există un număr â(€), 
astfel încât oricare ar fi partitia A a mulţimii D cu ||A]| < (£), să avem 


Salf) za salf) < £, (4.13) 
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Demonstraţie. Condiţia este necesară. Dacă f este o funcţie mărginită şi 
integrabilă pe mulţimea plană mărginită şi carabilă D, atunci există numărul 


real J 
J= || Pa dedy, 
D 


iar acest număr este limita sumelor integrale Riemann pentru ||A|| — 0, 
care nu depinde de alegerea punctelor intermediare (&;, q) E€ Di, unde A = 
{D:, Də,:--, Dn} este o divizare a mulțimii D. De aici rezultă că oricare 
ar fi e > 0 există 6(2) > 0 astfel încât oricare ar fi divizarea A € D cu 
|| A|| < (£) şi oricare ar fi alegerea punctelor intermediare (£;, m) € D; are 
loc inegalitatea 


E 
loa(f,&,n;) za J| < 9? 
care poate fi scrisă şi în forma echivalentă 
E E 
J iS 5 < Val Cola) < J + 7 (4.14) 


De asemenea, ştim că sumele Darboux superioară şi inferioară corespunzătoa- 
re partiției A € D sunt respectiv marginea superioară şi marginea inferioară 
a sumelor integrale Riemann asociate acelei divizări. Prin urmare, putem 
lua o divizare fixată A € D şi să alegem punctele intermediare (&;, n;) € D; 
şi (£, n”) e D; astfel încât să fie satisfăcute următoarele inegalităţi: 


n 


0-5 Alen) < $; PE si-u< 3. (4.15) 


i=1 


Fiecare din cele două sume integrale Riemann din (4.15) satisface condiţia 

(4.14) şi, ca urmare, din (4.15) obţinem rezultatul dorit, adică (4.13). 

Condiţia. este suficientă. Dacă pentru orice e > 0 există 6(2) > 0 astfel încât 

oricare ar fi divizarea A € D cu ||A]| < 6(2) să avem (4.13), atunci J = J. 
Într-adevăr, din proprietăţile sumelor Darboux avem 


salf) < J S J < Salf) (4.16) 


pentru orice diviziune A a lui D. Dacă ||A|| < 5(2), din inegalitatea (4.16) şi 
din condiţia (4.13), obţinem 


TT ERTE O RACE) 3 4 
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adică 0 < J — J < e. Deoarece e > 0 a fost presupus arbitrar rezultă că 
J=: 

Să notăm valoarea comună a cantităților J şi J cu J şi să arătăm că J 
este limita pentru ||A|| — 0 a sumelor integrale Riemann asociate funcției 
f, adică este integrala dublă a funcţiei f pe domeniul de integrare D. După 
lema lui Darboux, J este limita comună pentru ||A|| — 0 a sumelor Darboux 
inferioare şi superioare asociate funcției f şi modurilor de divizare A € D, 


adică 
J= li = lim S . 
A > a (4.17) 
Pe de altă parte, avem 
salf) < oalf,&nm) < Salf) (4.18) 


oricare ar fi divizarea A € D şi oricare ar fi punctele intermediare (£;,n;) € 
D;. 

Trecerea la limită în (4.18) pentru ||A|| — 0 şi folosirea lui (4.17) conduce 
la rezultatul dorit. = 


Observaţia 4.4.1 Din criteriul de integrabihate a lui Darbouz rezultă că o 
funcţie reală f, definită şi mărginită pe o mulţime mărginită şi carabilă din 
IR?, este integrabilă pe D, dacă şi numai dacă integralele Darboux corespun- 
zătoare, J şi J sunt egale. Valoarea comună a celor două integrale J = J = J 
este tocmai integrala lui f pe domeniul de integrare D. 


4.5 Clase de funcţii integrabile 


În cele ce urmează vom considera funcţii definite pe mulţimi mărginite şi 
închise, deci mulţimi compacte în IR2, care sunt carabile. 

Aplicând Teorema 4.4.1, vom stabili integrabilitatea unor clase impor- 
tante de funcţii prima dintre ele fiind clasa funcţiilor continue. 


Teorema 4.5.1 Orice funcţie continuă f definită pe mulţimea compactă 
D C IR? este integrabilă pe D. 


Demonstraţie. Fie A = 1D,,D>,:::,D„) o divizare oarecare a lui D. 
Deoarece funcția f este continuà pe D, va fi funcție continuă pe fiecare 
domeniu compact D,, (i = 1,2, ---,n). Insă, o funcţie continuă pe o mulţime 
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compactă este mărginită şi îşi atinge efectiv marginile. Prin urmare, funcţia 
f este mărginită pe D; şi îşi atinge marginile. Putem afirma că există două 
puncte x; = (z;,y) şi x! = (x!, y”) din D; astfel încât să avem: 


mi = f(t y); Mi= fei y): 


Rezultă 


n n 


Salf) — salf) = X (Mi — mi) Si = X (F107) — F(E Y) Si. 
i=1 i=1 
Deoarece f este continuă pe o mulţime compactă ea este mărginită şi uniform 
continuă pe acea mulţime. Uniforma continuitate a funcţiei f implică că 
pentru orice e > 0 există 6(2) > 0 astfel încât pentru orice două puncte 
x’ = (x',y') gi y = (a y") cu 


d(x,y) < ô(e) 


să avem 
E 


PAR, 2 no, 
|f,y') Eg") EET 
Pentru orice diviziune A a lui D, cu ||A|| < 6(2) avem 
d(x x.) < ôe) 


gi deci 
E 


(Fn) = Fiii] 
Aşadar, dacă ||A|| < 6(2), atunci 


aria D` 


2 E 
= < AAN 4 l y! ee - ari = 
SaD -a SEIE- EIS ip ia De 
adică Sa (f) — sa (f) < e, (Y) A, cu ||A|| < (e). Deci f este integrabilă pe 
D. = 


Condiţia de continuitate a integrantului este destul de restrictivă. De 
aceea, teorema următoare stabileşte existenţa integralei duble pentru o clasă 
de funcţii discontinue. 


Teorema 4.5.2 Dacă funcţia f(x,y) este mărginită pe mulţimea compactă 
D şi este continuă peste tot în D cu excepția unei mulțimi de arie nulă, 
atunci ea este integrabilă pe D. 
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Demonstraţie. Luăm un e > 0 arbitrar. Din ipoteză, f(x,y) este mărgini- 
tă, aceasta însemnând că există un număr real K astfel încât |f(z,y)] < K. 
Să scufundăm partea din mulţimea D, unde funcţia f este discontinuă, întro 
mulţime poligonală Q de arie mai mică decât €/(4K), astfel încât această 
mulţime să fie strict inclusă în mulţimea poligonală Q. Notăm cu D partea 
din domeniul de integrare D care nu este inclusă în interiorul lui Q. Punctele 
frontieră ale mulţimii poligonale Q care aparţin lui D sunt situate în D şi 
prin urmare D este mulţime închisă şi mărginită deci compactă. Restricţia 
funcţiei f la mulţimea compactă D este continuă prin urmare este uniform 
continuă. Alegem ô > 0 astfel încât oscilatia funcţiei f în orice parte a mul- 
timii D, cu diametrul mai mic decât ô, să fie mai mică decât e/(2$), unde S 
este aria lui D. Considerăm acum o partiție A = { D; : i = 1,n) a domeniului 
de integrare D cu proprietatea ca primul element Dı să coincidă cu Q, iar 
toate celelalte element să aibă diametrele mai mici decât ô şi să evaluăm 
diferenţa, Q — w pentru această divizare. Avem 


Q — WU = MS — mısı + SM; D mi) Si < (Mı 73% m) + 5 w fo 


i=2 i=2 


Însă Mı -mı < 2K gi 5 5 S; < S, astfel că 


i=2 


z 2K 
S e DD 


Numărul e > 0 fiind ales arbitrar, în baza Teoremei 4.4.1 funcţia f este 
integrabilă pe submulţimea compactă D a lui R?. E 


4.6 Proprietățile integralei duble 


Proprietățile fundamentale ale integralei duble sunt complet analoage pro- 
prietăţilor integralei definite 


[near 


şi de aceea vom enumera aceste proprietăţi urmând a da demonstraţia doar 
pentru una din ele. 
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Dacă funcţiile f şi g sunt integrabile pe domeniul de integrare D, iar A şi 
u sunt constante reale arbitrare, atunci funcţia A f +u g este integrabilă 
pe D şi 

1 (Af + ug)(z, y)dzdy = A J f(x, y)dzdy + u a g(x, y)dzdy. 

D D D 


Aceasta este proprietatea de liniaritate a integralei duble. 


„Dacă D = D, U Ds, unde Di, Da sunt mulţimi compacte în IR? care 


nu au puncte interioare comune şi funcţia f : D — IR este integrabilă 
pe D, atunci f este integrabilă pe fiecare din mulțimile Dı şi Də şi are 
loc egalitatea 


J| Fe ăzau = |] f@æyjdzdy+ |f Fle, y)dzdy. 


Aceasta este proprietatea de aditivitate a integralei duble ca funcție de 
domeniu de integrare. 


Dacă f este integrabilă pe D şi 
fizy) > 0, WEED, 


atunci integrala dublă din funcţia f satisface inegalitatea 


J| Hama > o 


Dacă f şi D sunt integrabile pe D şi 


f(zu) < g(zy), (V) Œy) € D, 


atunci între integralele celor două funcţii avem inegalitatea 


J| faazau < | ate, y)dzdy. 


Aceasta este proprietatea de monotonie a integralei duble. Ea implică 
următoarele două proprietăţi. 
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5. (evaluarea valorii absolute a integralei duble). Dacă f este integrabilă 
pe D, atunci funcţia valoarea absolută a lui f este integrabilă pe D şi 


|| te-ar] < J| 11y) lazay. 


6. (teorema valorii medii). Dacă o funcţie f este integrabilă pe D şi 
satisface inegalitatea 


m < iau). < M, (Y) (z,y) €D, 


iar S este aria lui D, atunci 


mS < J f(z,y)dzdy < MS. 
D 
Dacă funcţia f este în plus continuă pe D, atunci teorema valorii medii 
devine 


7. Dacă f este funcţie continuă pe domeniul compact de integrare D, 
atunci există un punct (£,) € D, astfel încât 


|| fa wazav = fE ms. 


8. Este evidentă egalitatea 
J dxdy = aria D = S. 
D 


Demonstrația teoremei valorii medii pentru funcții continue. Deoa- 
rece f este continuă pe domeniul compact D, rezultă că f este mărginită pe 
D şi îşi atinge marginile. Prin urmare, există punctele xı = (z1, y1) E€ D, 
X2 = (£2, Y2) E€ D astfel încât 


m = f(x,y), M = flo), 


unde m şi M sunt marginile lui f. Pentru simplitate, să presupunem că 
ambele puncte sunt în interiorul domeniului de integrare D, demonstrația 
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fiind ceva mai complicată dacă unul sau ambele puncte X1, X2 se situează pe 
frontiera lui D. In baza uneia din proprietăţile de mai sus, avem 


mS < || fe, y)dzdy < MS, 
D 


de unde rezultă 


|| Pa mazăy 
sai 3 


J| Paza 
haca 


m < M. 


Notând 


avem evident inegalităţile 
m < pu < M. 


Fie I o curbă a cărei imagine este complet conținută în D gi având capetele 
Aı(£1, £2) si Aə(£2, Y2). Existenţa unei astfel de curbe rezultă chiar din 
definiția noțiunii de domeniu. Dacă 


z = p(t), 
PEALE te [a,b] 


este o reprezentare parametrică a lui T, atunci funcţia compusă 


g: labh] => R, g(t) = Flt) ve)) 


este continuă pe compactul [a,b]. Din f(x1, y1) = m si f (£2, Y2) = M rezultă 
gla) = m si g(b) = M. 

Din proprietatea lui Darboux a funcţiilor continue deducem existenţa unei 
valori to € [a,b] aşa fel încât g(to) = u, adică 


f(p(to), Y(to)) = u. 


Dacă luăm £ = p(to) şi n = Y(to) avem u = f(E, n) si teorema valorii medii 
pentru cazul când funcţia de integrat este continuă este demonstrată. E 
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4.7 Evaluarea integralei duble 


4.7.1 Integrala dublă pe intervale bidimensionale în- 
chise 


Teorema 4.7.1 Dacă funcția reală mărginită, de două variabile reale, 
f : [a,b] x [c,d] > R, —co<a<b<+oo, =œ < c< d< +0 
este integrabilă pe intervalul bidimensional închis 
I = |a, b] x [c,d] 


şi pentru orice x € |a,b| există numărul real F(x) definit de integrala de- 
pinzând de parametrul x 


F(x) = [re y)dy, zela,b], (4.19) 


atunci funcţia F : [a,b] — IR, ale cărei valori sunt date în (4.19), este inte- 
grabilă Riemann şi are loc egalitatea 


J f(x, y)dzdy = [Po dz = Sf Fe vdy)ar: (4.20) 


Demonstraţie. Fie d! şi d” diviziuni ale respectiv intervalelor [a,b] şi [c, d] 


d = (0, Ti,’ Vii PE 
(4.21) 


d” m (vo, Yis: Yj, Uji mny, 


unde 


a = To < £1 <: < Zi < Lil < < En = b, 


C= Yo < Yı Co < Yi < Yiyi < ` < Ym = d. 


Aceste diviziuni definesc diviziunea A a intervalului bidimensional închis 
I 
A = {1o0, Jio, +00 Lij, 20 0 Inm}, (4.22) 


unde /;; sunt intervalele bidimensionale închise 


Îsi = [z, Ti4ıl x lyj, Yj+il, i=0,n-1, j=0,m-1. 
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Notăm | 
mij = inf{f(x,y): (x,y) € Ij}, 


M = supif(z,y): (x,y) € Iy} 
Aceste cantități sunt numere reale deoarece funcția f este mărginită pe fiecare 
din intervalele bidimensioanle închise /,;;. 

Deoarece se urmăreşte a se demonstra că funcţia F definită de (4.19) 
este integrabilă Riemann va trebui să considerăm sumele integrale Riemann 
corespunzătoare tuturor diviziunilor d! de forma (4.20) ale intervalului |a, b], 
pentru alegeri arbitrare ale punctelor intermediare é&; € [z;, za]. Aceste 
sume au forma 


oal (F, &i) = EFEN Ti+1 7 xi). (4.23) 


Dacă ţinem seama de modul cum este definită funcția F şi de proprietatea 
de aditivitate în raport cu intervalul de integrare a integralei Riemann, avem 


FE) = | FE a = > a Fléi y)dy. (4.24) 


Aplicând formula de medie pentru integralele simple care intrà în membrul al 
doilea din (4.24) deducem că există numerele reale pij, cu Mij < pij < Mij, 
astfel încât l 
Yj+1 
S HE y)dy = myli = v). (4.25) 
y 


j 
Folosind acum (4.25) în (4.23) constatăm că suma Riemann og (F, &;) se scrie 
în final în forma 


n-—lm-—l 


oa (F, &;) = 5 b9 Ligi Pia = xi) (Yj = Yj). 
i=0 j=0 
Dacă ţinem seama de inegalităţile 
Mij play < Mg, AI 0 j=0,m-— 1) 
rezultă 


esse — Pila — Yj) < oa lF, £i) < 


< Mij (£ii — Ti) (Yj+1 — Y5). 
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Dar prima sumă din aceste inegalităţi este tocmai suma Darboux superioară 
a funcţiei f relativă la diviziunea A din (4.22) 


n-—lm-—l 
sa(f) =J mila — aUi — ty): 
i=0 j=0 
Ultima sumă, din inegalităţile de mai sus este tocmai suma Darboux supe- 
rioară a funcţiei f relativă la aceeaşi diviziune A 


n-—1lm-—l 


Sa(f) = 5 Mili — zi(uj — 93). 


i=0 j=0 


Avem deci inegalăţile sa (f) < og (F, &) < Sa(f) pentru orice diviziune A 
de forma (4.22) şi pentru orice alegere a punctelor intermediare $£;. 

Fie acum (d})ķemn* un şir oarecare de diviziuni ale intervalului [a,b] cu 
proprietatea că şirul normelor acestor diviziuni (||d” ||)kem* este convergent 
la zero. Fie de asemeni (d{)ķen* un şir de diviziuni ale lui |c, d] cu |d|] — 0. 
Notăm cu AJ diviziunea intervalului bidimensional închis J = [a,b] x [c,d] 
definită de diviziunile d}, şi di. Se vede imediat că din condiţiile |d| — 0 si 
||d, || — 0 rezultă ||A,|| — 0. Pentru fiecare k avem inegalităţile 


Salf) < ca (F, i) < Salf) (4.26) 


Funcția f fiind presupusă integrabilă pe I>, aplicând criteriul de integrabili- 
tate a lui Darboux, avem 


lim Salf) = lim sa,(f)= ff F y)dedy. (4.27) 
Trecând la limită în (4.26) pentru k — +oo şi tinând cont de (4.27) obtinem 
lim oa (F, &) = ff fŒ y)drdy. (4.28) 


Dacă ţinem seama de definiţia integralei pentru funcţiile reale de o variabilă 
reală 


| b 
lim oq (F, £i) = | F(x)dz. (4.29) 


Din egalităţile (4.28) şi (4.29) obtinem (4.21). De obicei se foloseşte notația 


[ra v)dy)dz = T da [re y)dy. (4.30) 
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Folosind notația (4.30) constatăm că (4.21) se scrie în forma 
b d 
|| fawazav = | de f fæ y)dy. (4.31) 
Iz 


Putem spune că (4.22) sau (4.31) reprezintă formula de calcul a integralei 
duble pe un interval bidimensional închis. Observăm că integrala dublă pe 
un interval bidimensional închis este o iteraţie de integrale simple adică un 
calcul succesiv a două integrale Riemann ale unor funcţii reale de o variabilă 
reală, prima dintre ele fiind o integrală depinzând de parametru. B 


În mod asemănător se demonstrează 
Teorema 4.7.2 Dacă funcția reală mărginită, de două variabile reale, 
f : [a,b] x [c,d] => R, —co<a<b<+oo, =œ < c< d< +0 


este integrabilă pe intervalul bidimensional închis I> = |a, b] x |c,d] şi pentru 
orice y € |c, d] există numărul real G(y) definit de integrala depinzând de 
parametrul y 


Gu) = f fey) dr, 


atunci funcția 
b 


Gild >R, Gu)= | fæ,y)dr, yE fed 


a 


este integrabilă Riemann şi are loc egalitatea 
d d, pb 
|| fa wazav= | Gujdy= | (f Fæ ydr)dy. (432 
I2 


Folosind şi aici o notație asemănătoare lui (4.30), şi anume 


[| raevdu= f a] rapa 


vedem că relaţia (4.32) se scrie în forma 
d b 
|| fawazav = | dy | Fæ vaz. (4.33) 
I2 


Relatia (4.33) reprezintă de asemeni o formulă de calcul a integralei duble 
din funcţia f pe intervalul bidimensional închis Zə. 
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Observaţia 4.7.1 Când sunt satisfăcute ipotezele din ambele teoreme de 
mat Sus, avem, 


A da [ra y)dy = [i dy f te y)dz z f(x, y)dzdy. (4.34) 


Prima egalitate din (4.34) a fost demonstrată în teorema de integrabilitate a 
integralelor depinzând de un parametru. 


Observaţia 4.7.2 Dacă f(x,y) = g(x)-h(y) ṣi g : la, b] > R, h : [c,d] > R 
sunt integrabile Riemann, atunci f este integrabilă pe intervalul bidimen- 
sional închis I> = |a,b] x [c,d] şi are loc egalitatea 
b d 
J| Kevdzdy= f atodaz: f na 
I 


relație care arată că în acest caz particular integrala dublă este un produs de 
integrale simple. 


4.7.2 Integrala dublă pe domenii simple în raport cu 
axa Oy 


Definiţia 4.7.1 Mulțimea Dy C IR? definită de 
D, = ((z,y)e R°: a<x<b, pir) <y < plx), (Y) x € [a,b]}, (4.35) 
unde pı şi p2 sunt funcții continue pe |a,b], se numeşte domeniu simplu 


în raport cu axa Oy. 


Observaţia 4.7.3 Frontiera domeniului simplu în raport cu aza Oy definit 
în relaţia (4.35) este curba netedă pe porţiuni (CF) compusă din arcele (AB), 
(CD) şi din segmentele de dreaptă BC şi DA, unde 
(AB) = {(z,y) E R°: a<z<b, y= ọılx), x E€ [a,b]}, 
BO = {(x,y) E€ R”: r=b, pı(b) < y < p2(b)}, 
(CD) = ((z,y)e R°: ze fb, al, y = p(x), x€ fb, a), 
DA = {(x,y) E R: z=a, ye [p:(b), pila)]). 


(4.36) 
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Aşa cum a fost definită în (4.36), frontiera (C*) a domeniului simplu în 
raport cu axa Oy este o curbă orientată pozitiv căci un observator care par- 
curge această frontieră în sensul indicat de (4.36) vede mulţimea D, mereu la 
stânga sa. Să menţionăm în plus că este posibil ca unul sau ambele segmente 
de dreaptă din (4.36) să se reducă la un punct. Aceasta se va întâmpla când 
funcţiile yı şi Y2 au valori egale în z = a sau (şi ) în z = b. 


Observaţia 4.7.4 Dacă D, este un domeniu simplu în raport cu aza Oy, 
atunci orice paralelă la ara Oy prin punctul M(x, 0), unde a < x < b, inter- 
sectează frontiera acestei mulțimi în două puncte distincte P şi Q de coor- 
donate: P(x, pi(7)); Q(x, p2(2)). Acestor puncte le vom spune: P— punct 
de intrare în D}; Q— punct de ieşire din D}. 


Regula de calcul a unei integrale duble pe un domeniu simplu în raport 
cu axa Oy este dată de teorema care urmează. 


Teorema 4.7.3 Fie D} un domeniu simplu în raport cu aza Oy definit de 
inegalitățile: 

aszSb; p(z) <y < plz), 
şi f o funcție reală mărginită definită pe multimea Dy. 
Dacă f este integrabilă pe D, şi pentru orice x € [a,b], fixat, există integrala 
depinzând de parametrul x 


Jæ) = [rea 


pa (2) 


atunci funcția J : [a,b] — IR este integrabilă şi 


e J(x)dx = f(x, y)dzdy. 


Demonstraţie. Inainte de a începe demonstraţia propriuzisă să observăm 
că având în vedere expresia, valorii în x € [a,b] a funcţiei J, integrala definită 
a acesteia. se poate scrie în una din următoarele forme 


Vi J(x)dz = o f(z, y)dy)de = | dx Fi f(£, y)dy. 


Concluzia teoremei devine 


J f(x, y)dzrdy = f da ju f(z,y)dy (4.37) 
Dy 


T 
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care reprezintă formula de calcul a integralei duble pe un domeniu simplu în 
raport cu axa Oy. 

Să procedăm acum la demonstraţia teoremei. 

Fie c = mintpu(z); x € [a,b]} şi d = max(p2(x); z € [a,b]} care sunt 
numere reale în baza faptului că funcţiile yı şi Y2 sunt continue pe mul- 
timea compacă |a, b]. După teorema lui Weierstrass, funcţiile pi şi p2 sunt 
mărginite şi îşi ating efectiv marginile. Atunci, intervalul bidimensional Ip = 
[a,b] x [c,d] include domeniul simplu Dy. 

Funcţia auxiliară 


f(z, y), dacă (x,y) G Dy 


la RUS 0, dacă (x,y) € h \ Dy. (aa 


satisface ipotezele Teoremei 4.7.1. Într-adevăr, deoarece valorile sale coincid 
cu cele ale funcţiei f pe mulţimea D,, rezultă că f* este integrabilă pe Dy. 
Restricţia lui f* la mulţimea I> \ D, fiind functia identic nulă, rezultă că 
este funcţie integrabilă pe ID | Dy. Dacă la aceste două rezultate adăugăm 
proprietatea de aditivitate a integralei duble, deducem că funcţia f* din 
(4.38) este integrabilă. Mai mult, avem 


J| vday = |f Fe, y)jdzdy 


|| Fowazăy 


I2NDy 


(4.39) 


0 


În baza proprietății de aditivitate a integralei duble, din (4.39) rezultă 
J| Fæ ujdedy =|| fa paza (4.40) 
I2 Dy 

Pentru fiecare valoare a lui z situat între a şi b, are loc egalitatea 


1(2) 
[| rw [rea 
(4.41) 


2(2) d 
+ F@y)dy+ | i GL 


w1(2) polz 
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deoarece fiecare din integralele din membrul doi există. Apoi, dat fiind faptul 
că pe segmentele de dreaptă incluse în I> şi care unesc respectiv perechile de 
puncte (z,c), (x, e1(7)) şi (x, p2(2)), (x, d), valorile funcţiei f* sunt egale cu 
zero, deducem că prima şi a treia integrală din membrul doi al relaţiei (4.41) 
sunt nule, fapt ce conduce la egaliatatea 


d p2(x) 

| Fesda = | fosa (4.42) 
c pı (x) 

Funcția f* definită pe intervalul bidimensional J satisface ipotezele Teoremei 

4.7.1 şi, în consecinţă, integrala dublă din ea peste I, poate fi redusă la 

iterația de integrale simple 


J f*(x,y)drdy = ji de | f(x,y) dy. (4.43) 


Din (4.43), (4.40) şi (4.42), rezultă are loc relaţia (4.37). = 


4.7.3 Integrala dublă pe domenii simple în raport cu 
axa Oz 


Definiţia 4.7.2 Mulțimea Dy C IR? definită de 
D, = (pe R°: c<y <d, ly) <x < ply), Wye led), 


unde pı şi %2 sunt funcţii continue pe |c,d] se numeşte domeniu simplu 
în raport cu axa Or. 


Observaţia 4.7.5 Dacă D, este un domeniu simplu în raport cu aza Oz, 
atunci orice paralelă la ara Oz prin punctul M(0, y), unde c < y < d, inter- 
sectează frontiera acestei mulţimi în două puncte distincte P şi Q de coordo- 
nate: P(v(y), y); Qly), y). Ca şi la domenii simple în raport cu cealaltă 
axă de coordonate, acestor puncte le vom spune: P— punct de intrare în 
Dz; Q— punct de ieşire din Dz. 


Regula de calcul a unei integrale duble pe un domeniu simplu în raport cu 
axa, Oz este asemănătoare cu aceea prezentată în concluzia teoremei prece- 
dente şi este dată de teorema care urmează. 
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Teorema 4.7.4 Fie D; un domeniu simplu în raport cu axa Ox şi f o func- 
ție reală mărginită definită pe mulțimea Dz. Dacă f este integrabilă pe Dz şi 
pentru, orice y € |c, d] există integrala depinzând de parametrul y 


V2(y) 
I(y) = ] a Paz 


atunci funcția I : [a,b] — IR este integrabilă şi are loc egalitatea 
d 
| Iau = || Pad. (4.44) 
Da 


Observaţia 4.7.6 Având în vefere că integrala definită din funcţia I pe in- 
tervalul |c, d] se poate scrie în una din formele 


[ra = fS" nea) = f au [e tovar 


1(Y 


rezultă că egalitatea (4.44) se poate scrie în forma echivalentă 
d paly) 
i f(x, y)dxdy = |, dy J f(x,y) dz. (4.45) 
5, c pı(y) 


care constituie formula de calcul a integralei duble pe un domeniu simplu în 
raport cu aza Ox. 


Observaţia 4.7.7 Dacă domeniul de integrare D nu este simplu în raport 
cu una din azele de coordonate, atunci descompunem pe D prin paralele la 
azele de coordonate întrun număr finit de subdomenii Dı, D2,- --, Dn, simple 
în raport cu aceeaşi axă de coordonate, astfel încât interioarele oricăror două 
astfel de domenii D; şi Dj, cui # j, să fie disjuncte, iar reuniunea lor să 
fie mulţimea D. Folosind apoi proprietatea de aditivitate a integralei duble în 
raport cu domeniul de integrare, avem 


I fended = 5 |] fl y)dzrdy, (4.46) 


urmând ca, pentru toate integralele duble din membrul doi al egalităţii (4.46), 
să se aplice una din formulele de calcul (4.37) sau (4.45). 
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Exercitiul 4.7.1 Să se scrie integrala dublă 


|| fa mazăy, 


unde D este domeniul mărginit de curbele 
= 2ăg — r?°, y= vV2az, = 2 a> 0, 
ca o iterație de integrale simple, în ambele ordini de integrare. 


Soluţie. Domeniul D este mărginit de semicercul superior (aflat în semi- 
planul y > 0) al cercului de rază a cu centrul în punctul C(a,0), de un 
segment din parabola cu vârful în origine având axa de simetrie semiaxa 
pozitivă Oz şi de un segment din dreapta de ecuaţie x = 2a, paralelă cu 
axa, Oy. Constatăm că domeniul D este simplu în raport cu axa Oy deoarece 
putem scrie 


D = {(x,y) € R°: 0 < z< 2a; V2az — z? < y < vV2ar}. 


Prin urmare, folosind (4.37), avem 


f renias- f [E tend 


Domeniul D nu este simplu în raport cu axa Oz. Paralela y = a la axa 
Oz descompune D în trei domenii Dı, D2, D3, simple în raport cu axa Oz, 
unde: 

Dı = {(z,y) E R°: 0<y<a; 
Də = {(x,y) € R? : 0<y<a; a+va?-— r? < r < 2a}; 


P E ay a2a; 


Ţinând cont de (4.46), rezultă 


J| ra ăzau = || Pe ăzau+ |f fa azau+ f| Fæ, y)dzdy, 
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integralele din membrul al doilea scriindu-se ca iterații de integrale simple, 
după cum urmează: 


|| fawazau = 


|| oază fa fe eee 


J| ra wăzav = [a “few. 
D3 


A 
2a 


2 f(x, y)dz; 


É 
2a 


a a—4/a2—y?2} 
|, & 
0 


Astfel, am scris integrala dublă ca iteraţie de integrale simple în ambele 
ordini. De remarcat că prima scriere este mai simplă. m 


4.8 Formula integrală Riemann-Green 


In anumite condiții există o legătură între integrala curbilinie şi integrala 
dublă. Pentru a stabili această legătură introducem noţiunea de frontieră 
orientată a unui domeniu plan compact. 


Definiţia 4.8.1 Fie D C IR°, un domeniu compact având frontiera T = 9D 
formată. dintr-o curbă simplă închisă, netedă sau netedă pe porţiuni. Sensul 
dat pe I de un observator care prin deplasare pe această curbă lasă la stânga 
domeniul D se numeşte sensul direct sau pozitiv de parcurgere a lui T. 
Curba L împreună cu sensul direct de parcurgere se numeşte curbă orientată 
direct sau pozitiv şi se notează cu T} sau cu T?. În mod asemănător. se 
introduce şi L. 


Când pe curba I = OD s-a ales un sens de parcurs, curba devine orien- 
tată. 


Definiţia 4.8.2 Un domeniu plan a cărui frontieră este formată dintr-o 
singură curbă închisă netedă sau netedă pe porțiuni IT se numeşte pozitiv 
orientat dacă curba I este pozitiv orientată. Dacă domeniul D este pozitiv 
orientat, atunci el se notează cu D, sau cu D. Analog se defineşte domeniul 
negativ orientat notat cu D_ sau D-. 
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Este posibil ca frontiera unui domeniu plan să fie formată din mai multe 


curbe plane închise netede sau netede pe porţiuni, disjuncte. 


Definiţia 4.8.3 Fie curbele plane simple, închise şi netede sau netede pe 
porțiuni lo, L+,:::, Tp cu proprietăţile: 


1. mulțimea din plan care are ca frontieră pe To conține în interiorul ei 
toate celelalte curbe |, i = 1,p; 


2. oricare două curbe T; şi [; cui zj,i,j e 1,p, nu au puncte comune. 


Se numeşte domeniu p + 1 conex mulțimea D limitată de curba Lo din 
care s-au scos mulțimile limitate de curbele Li, [»,:-:, Tp. Frontiera unui 
astfel de domeniu D este reuniunea tuturor curbelor Tp, k € 0,n. Domeniul 
se numeşte în plus compact dacă îşi conține frontiera. 


Definiţia 4.8.4 Domeniul compact p + 1 conex D se numeşte pozitiv ori- 
entat dacă observatorul care se deplasează pe frontiera lui D vede mereu pe 
D la stânga sa. 


Un domeniu compact p + 1 conex, pozitiv orientat, care se notează cu 
D, are frontiera exterioară [o orientată în sens contrar acelor de ceasornic 
în timp ce toate celelalte curbe T;, i = 1, p, sunt parcurse de observator în 
sensul acelor de ceasornic. Pentru a intui forma unui domeniu p+ 1 conex am 
putea să spunem că acesta prezintă găuri sau goluri. Dacă p = 1, deci D are 
un gol, el se numeşte dublu conex, iar cel cu două goluri se va numi domeniu 
triplu conex. Domeniile simple în raport cu una din axele de coordonate sunt 
domenii simplu conexe. Un gol poate fi gi un punct. 

În scopul stabilirii formulei integrale Riemann-Green pentru un domeniu 
compact oarecare, vom prezenta două rezultate ajutătoare, valabile în cazul 
domeniilor simple în raport cu una din axele de coordonate. 


Teorema 4.8.1 Fie P o funcție reală definită şi continuă pe un domeniu 
compact pozitiv orientat Dy, simplu în raport cu aza Oy şi având frontiera 
T. Dacă derivata parțială a funcției P în raport cu variabila y există şi este 
continuă pe D}, atunci are loc egalitatea 


Ja P(x, y)dz alj -5 dxdy. (4.47) 
Dy 
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Demonstraţie. Deoarece domeniul D, este simplu în raport cu axa Oy, 
frontiera acestuia I, este formată mai întâi din curbele netede pe porţiuni: 


y = plz), ze [a,b]; (4.48) 
y = pax), x€ [b,a], (4.49) 


unde funcţiile p şi Y2 care definesc cele două porţiuni netede din frontiera 
I, sunt continue, admit derivate continue pe porțiuni şi sunt astfel încât 


pi(z) < p2(z), ze [a,b]. (4.50) 


Cealaltă, parte a frontierei I’, este constituită din două segmente de dreaptă 
situate respectiv pe drepte paralele cu axa Oy : 


x=a, pula) <y < p2(a); (4.51) 
z=b, pı(b) < y < p2(b). (4.52) 


Pentru primul segment de dreaptă, abscisele punctelor sale sunt egale cu a, 
iar ordonatele sale y au proprietatea pi(a) < y < y2(a), în timp ce, pe cel 
de al doilea segment de dreaptă, abscisele punctelor sale sunt egale cu b, 
ordonatele fiind astfel încât y1(b) < y < p2(b). Dacă introducem punctele: 


A(a, pı(a)); B(b, pı(b)); C(b, p2(b)); D(a, pa(a)), (4.53) 


atunci frontiera pozitiv orientată EF a domeniului D} se poate scrie evident 
sub forma 
r} = ABC DA, 


în care sensul de parcurs este de la A spre B, apoi spre C, de aici spre D şi 
din nou la A. 

Existența celor două integrale din (4.47) este asigurată de continuitatea 
funcţiilor de sub semnul integrală şi de ipoteza făcută asupra lui D. 

Să calculăm integrala din membrul al doilea din (4.47). Avem, 


Pae a 


pda e: (4.54) 


plz 


= f- Ple) 


= | (P(x, e.(2)) — P(x, pa(7)))dz. 
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Pe de altă parte, avem 


o P(x, y)dz = ji P(z,y)dr + ja y) dz+ En 


+f, P(x,y) dz+ f Play) dz, 


unde sensul considerat pe fiecare curbă este cel specificat mai sus. 

Integralele curbilinii de speța a doua pe BC şi pe DA sunt nule, deoarece 
aici x este constant, fapt care se vede din (4.51) şi (4.52). Prin urmare, 
dx = 0. 

O reprezentare parametrică a arcului de curbă plană AB este dată de 
ecuațiile 

TE 
AB: te [a,b]. (4.56) 
| y = mult), 

Având în vedere reprezentarea parametrică (4.56) şi formula de calcul a unei 
integrale curbilinii de a doua speţă, deducem 


la P(x,y) dz = f Pisou)a (4.57) 


Pentru porțiunea de frontieră formată din arcul de curbă CD, avem repre- 
zentarea paramatrică 


CD: | galiu elba (4.58) 
y = pul7), 


Această reprezentare parametrică (4.58) şi formula de calcul a unei integrale 
curbilinii de a doua speţă conduc la 
b 


i eoo f "Perei T PE po(0)) dt. (4.59) 


Prin urmare, valoarea integralei curbilinii din membrul întâi a relaţiei de 
demonstrat (4.47) este 


f Ptaz= | (PE pl) PE o0) at. (460) 


Din relaţiile (4.54) şi (4.60), rezultă (4.47) şi în acest fel teorema este demon- 
strată. = 
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Teorema 4.8.2 Fie Q o funcţie reală definită şi continuă pe un domeniu 
compact pozitiv orientat Dz, simplu în raport cu arza Ox a cărui frontieră 
este curba închisă pozitiv orientată Ti. Dacă derivata parţială a funcţiei Q 
în raport cu variabila x există şi este continuă pe Dz, atunci are loc egalitatea 


li Q(z,y)daz =|] 2o dzdy. (4.61) 
D} 


Demonstrație. Să considerăm întâi integrala dublă din membrul doi al 
egalităţii (4.61). După cum ştim, un domeniu simplu în raport cu axa Ox 
poate fi prezentat astfel 


Ds = { (2,49) E R? : c< y <d; pyly) < z <w(y)), (4.62) 


unde funcţiile 4 şi Y sunt continue şi derivabile pe porţiuni. Dacă scriem 
domeniul de integrare în forma (4.62), atunci integrala dublă ce o avem de 
calculat este dată de 


[a idy = [a e r= [oeny 


-f(Q - Qly) y))dv. 


(4.63) 


Să notăm cu A, Bı, Ci şi Dı punctele lui r} de coordonate: 


Aı(c, yı(c)); Bı(c, 2(c)); Cı(d, Y2(d)); Dı(d, yı(d)). (4.64) 


Atunci, frontiera pozitiv orientată If a domeniului D se poate scrie sub 
forma 


Ti = A1B1C1 DA, 


în care sensul de parcurs este de la A, spre Bi, apoi spre C4, de aici spre Di 
şi din nou la A. Porţiunile AB, şi C1D, ale frontierei T7 sunt segmente de 
drepte paralele cu axa Oz şi ca urmare pe aceste segmente avem dy = 0 ceea 
ce atrage 


[a de = | Xeo (4.65) 


Integrala definită din membrul al doilea al relaţiei (4.63) poate fi privită 
ca suma a două integrale curbilinii pe arce de curbă corespunzătoare, după 
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cum urmează 


d 
| (QU) — 0). = |, ledy |, Qe y)dy. 
(4.66) 
Dacă la membrul doi al relaţiei (4.66) adăugăm integralele curbilinii din 
(4.65), obţinem 


[ (et), -Rady = | Ole a 


1Bı 


+ fo tei + | Ole y)dy+ (4.67) 


i AR Q(z, y)dy B ja Q(x, y)dy. 


Din relaţiile (4.63) şi (4.67) rezultă (4.61) şi teorema este demonstrată. m 


Egalitatea (4.47) a fost demonstrată pentru un domeniu de o formă spe- 
cială, însă ea poate fi extinsă la un domeniu arbitrar care poate fi divizat 
întrun număr finit de domenii simple în raport cu axa Oy. 

Astfel, dacă un domeniu oarecare D, cu frontiera T, este descompus în 
n subdomenii D, i = 1,n, simple în raport cu axa Oy şi cu interioarele 
oricăror două dintre ele disjuncte, conform Teoremei 4.8.1, pentru fiecare din 
domeniile D;y are loc relația 


OP 
D; 


Putem suma acum de la 1 la n relațiile (4.68) obținându-se în membru 
drept o integrală dublă pe domeniul D din aceeaşi funcţie de integrat ca în 
(4.68), iar în membrul stâng o sumă de n integrale curbilinii de speța a doua 
din expresia diferenţială P(x, y) dz. Însă fiecare contur ri constă atât din 
anumite arce ale frontierei lui DY cât şi din porţiuni de curbe auxiliare care 
servesc pentru divizarea domeniului D în părţile Diy, cu ¿ de la 1 până la n. 
Fiecare arc al unei curbe auxiliare intră în exact două contururi de tipul Diy 
şi este parcurs în sensuri contrare când ne raportăm la cele două contururi 
vecine. Prin urmare, când sumăm toate integralele curbilinii de forma 


f P(x,y) dz, (4.69) 
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integralele curbilinii luate pe arcele auxiliare se anulează reciproc şi deci 
va rămâne numai integrala pe frontiera IT a domeniului D* din expresia 
diferenţială P(z,y) dr. Astfel, obţinem egalitatea 


OP 
L P(z,y) da q Ea dxdy, Tiy = Dy. (4.70) 


Să observăm că divizarea lui D în domenii simple în raport cu axa Oy se 
poate efectua prin paralele la axa Oy care să fie eventual tangente în anumite 
puncte ale frontierei T sau să aibă în comun cu I doar un punct dacă acesta 
este punct unghiular. 

Printr-un raționament asemănător celui efectuat pentru demonstraţia 
relaţiei (4.61), deducem că egalitatea 


[0teav= ff Se mazav ui 


are loc pentru orice domeniu compact care se reprezintă ca reuniune finită de 
domenii simple în raport cu axa Oz. Descompunerea unui domeniu compact 
în domenii simple în raport cu axa Oz este posibilă întotdeauna şi se poate 
efectua prin construcţia unor paralele la axa Oz, paralele care, eventual, pot 
avea un punct comun cu frontiera domeniului. 

Prin construcţia descrisă mai sus cu ajutorul paralelelor la axele de coor- 
donate, orice domeniu plan compact D+, simplu sau multiplu conex, pozitiv 
orientat, având frontiera TI? o reuniune finită de curbe închise netede sau 
netede pe porţiuni care satisfac condiţiile din Definiţia 4.8.3, se poate scrie 
ca reuniune finită de domenii simple în raport cu una, oricare, din axele de 
coordonate. Pentru astfel de domenii, pe care prescurtat le vom numi mai 
departe domenii plane simple, au loc relaţiile (4.70) şi (4.71). Sumând aceste 
două relaţii, obţinem formula, integrală 


i, P(x,y) dz + Q(z, y)dy =] (Clen) — le, y))dzdy (4.72) 


cunoscută sub numele de formula integrală Riemann-Green. În acest fel am 
demonstrat 
Teorema 4.8.3 Fie D un domeniu plan simplu conex şi P, Q două funcții 


reale definite şi continue pe compactul D. Dacă derivatele parțiale — şi — 


Oy ` Or 
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există şi sunt continue pe D, atunci are loc formula integrală Riemann-Green 
(4.72). 


Din modul cum s-a efectuat demonstraţia Teoremei 4.8.3 rezultă câteva 
observaţii pe care le dăm în continuare. 


Observaţia 4.8.1 Dacă frontiera T* a domeniului simplu D este compusă 
dintr-un număr finit de contururi separate, ceea ce înseamnă că suntem în 
cazul unui domeniu multiplu conex, simbolul 


ji P(x,y) da + Q(x, y)dy (4.73) 


trebuie înteles ca sumă de integrale curbilinii luate pe toate contururile care 
alcătuiesc frontiera domeniului, fiecare contur fiind parcurs în sensul în care 
un observator vede domeniul D% la stânga sa. 


Observaţia 4.8.2 Când s-a demonstrat formula integrală Rieman- Green 


OP 
s-a presupus că funcţiile P şi Q precum şi derivatele parțiale ale lor — şi 


Oy 
da sunt continue nu numai în interiorul domeniului D+ dar şi pe frontiera 


acestuia T'™. Se constată însă că este suficient ca aceste funcții împreună cu 
derivatele menţionate să fie continue şi mărginite în interiorul lui D*. 


Observaţia 4.8.3 Având în vedere că la schimbarea sensului de parcurs al 


unei curbe integrala curbiline de speța a doua schimbă de semn, rezultă că 
formula integrală Riemann-G'reen se poate scrie şi în forma 


A P(2,y) dz + Q(z, y)dy = — J (a y) — D- (2, y)}dedy. (4.74) 


Când nu se precizează orientarea domeniului de integrare şi nici a fron- 
tierei sale, formula integrală Riemann-Green trebuie scrisă astfel 


urmând ca semnul din membrul al doilea să se stabilească în funcție de ori- 
entarea domeniului de integrare a integralei duble în raport cu orientarea 


Capitolul 4 — Integrala dublă 211 


frontierei: semnul plus corespunde când D = D* şi F = T*; semnul minus se 
ia când D şi T au orientări diferite. Evident, este posibil să întâlnim formula 
integrală Riemann-Green şi sub forma 


f. PI x,y) dr + Q(x, y)dy = + [| (5 PA (x,y) = Steno) adu (4.76) 


caz în care în membrul doi se alege semnul plus dacă D = D* sau semnul 
minus când D este negativ orientat. 

Ca o aplicaţie a formulei integrale Riemann-Green să exprimăm aria S a 
unui domeniu plan simplu D, care ştim că se calculează cu integrala dublă 


g= f dzdy, (4.77) 
D 


cu ajutorul unei integrale curbilinii pe frontiera I a acestuia. Pentru aceasta 
să considerăm integrala curbilinie 


ji z dy. (4.78) 


Aplicând formula integrală Riemann-Green, din (4.78) obţinem 
f zdy = I dzdy = 5. (4.79) 
T+ D 
În mod asemător obţinem formula 


S=—| ydz. (4.80) 


TE 


Combinând aceste formule deducem o altă formulă de calcul ariei unui dome- 
niu plan simplu în care integrările în raport cu z şi y sunt implicate simetric: 


1 
= > fzdy — ydr. (4.81) 


Exemplul 4.8.1 Să se calculeze aria domeniului plan simplu delimitat de 
astroida cu braţe egale de ecuaţii parametrice 


z = a cos? t, 
„te 10,27]. (4.82) 
y =a sint, 
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Soluţie. Aplicând formula (4.81) obţinem 


3a? f o 2 2 2 
S= 3 sin“ t cos“ t(cos“t + sin“ t)dt = 
0 
aa SI (4.83) 
2a sin? 2t dt = i 
8 Jo 
m 


Exemplul 4.8.2 Folosind integrala curbilinie, să se calculeze aria domeniu- 
lui plan limitat de elipsa de semiaze a şi b. 


Soluţie. Dacă centrul de simetrie al elipsei se află în originea reperului Oxy 
din plan şi axele sale de simetrie coincid cu axele de coordonate ale reperului, 
atunci ecuaţia carteziană explicită a elipsei este 


AN, E 
a ae 


O reprezentare parametrică a acestei elipsei C, orientată pozitiv, poate fi 


xz = acost, 
C: 


r y? 
A2 


y = bsint, 


unde parametrul t parcurge intervalul [0, 27]. 
Domeniul plan D, delimitat de elipsă, este simplu în raport cu ambele 
axe, deci pentru calculul ariei lui D putem aplica formula 


27 
2Aria(D) = f zdy — ydz = ab | (cos? t + sin? t)dt = 2rab, 
C 0 


de unde deducem că aria elipsei este mab. E 


4.9 Schimbarea de variabile în integrala du- 
blă 


Fie Q un domeniu plan simplu conex situat în planul O'uv având frontiera 
T” o curbă simplă închisă şi netedă pe porţiuni. Dacă 
xz = (u,v), 
(u,v) EQ (4.84) 
y = Y(u, v), 
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este o transformare punctuală regulată (difeomorfism) de la planul O'uv la 
planul xOy, atunci D = T(9) = Im este un domeniu simplu conex din 
planul rOy, iar curba T = T(I”) este o curbă simplă închisă, netedă pe 
porţiuni şi în plus oD =. 

Transformarea punctuală regulată T se numeşte directă, dacă un punct 
care se deplasează în sens invers acelor de ceasornic pe curba T” este transfor- 
mat prin T, întrun punct care se deplasează pe I, tot în sensul invers acelor 
de ceasornic. Dacă cel de-al doilea sens de mişcare este cel al acelor de cea- 
sornic, atunci transformarea punctuală regulată T se spune că este indirectă 
sau inversă. 

Jacobianul transformării punctuale regulate T din (4.84) este funcţia reală 


nenulă PU) ale cărei valori se determină după legea 
D(u,v) 
i v) i v) 
Detla R (4.85) 
Duo) due, v) aT v) 
ðu` ðv` 


Teorema 4.9.1 Dacă funcțiile y : Q — R şi y : Q — R care definesc 
difeomorfismul T sunt astfel încât admit derivate parțiale miste de ordinul 
doi continue, iar jacobianul lui T este pozitiv pe Q 


Digi) u,v u,v 
Dua. „v) > 0, (Y) (u,v) EQ, (4.86) 


atunci T este o transformare punctuală regulată directă. 
Demonstraţie. Să presupunem că o reprezentare parametrică a curbei ori- 


entate I” este 


Bea te [a,b]. (4.87) 
v = v(t), 


Atunci, curba I = T(I”) va avea o reprezentare parametrică dată de 
z = p(u(t), v(t)), 
y = y(u(t), v(t)), 


Convenim ca sensul direct sau pozitiv de parcurs al curbei închise I să fie 
sensul imprimat de creşterrea parametrului t. Atunci, folosind un rezultat din 


te [a,b]. (4.88) 
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paragraful precedent şi formula de calcul a integralelor curbilinii de speța a 
doua, deducem 


aria D = fu = ACORT) pri) dt. (4.89) 


Insă 


Ya- SC (ue) EO Euo (4.90) 


Înlocuind (4.90) în (4.89) găsim o altă exprimare a ariei lui D 


aria D = [ol o) (u(t), v(t)) M 
(4.91) 


Integrala din membrul al doilea din (4.91) este de fapt o integrală cur- 
bilinie pe IT”, astfel că putem scrie 


aria D = f otv) Eiu, v) du + plu, pe 


3 (u, v) du. (4.92) 


Ultimei integrale îi aplicăm formula integrală Riemann-Green (4.75) adap- 
tatà la variabilele independente u şi v 

oQ OP 
k P(u,v) du + Q(u, v)dv = + j (go) — gg © V) )dudv, (4.93) 


unde semnul plus corespunde sensului direct pe I”, iar semnul minus core- 
spunde sensului invers pe I”. Din relațiile (4.92) deducem că funcțiile P(u, v) 
şi Q(u, v) din (4.93) au expresiile: 


oY Op 
_ 5 cai 4.94 
Pluvo) = plu, o) Elu o); Quo) = ro) tur) (4-94) 
şi deci expresia integrantului din membrul al doilea a egalităţii (4.93) va fi 


aQ ƏP_ ðpðy Py dp p 


ðu ðv ðu ðv Ar ðv ðu A (499) 
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În baza criteriului lui Schwarz, derivatele parţiale de ordinul al doilea 
mixte sunt egale şi deci (4.95) devine 


Op Op 
ðu ðv ðuðv v ðu dy p D(u, v) l 
ðu ðv 
În felul acesta, am obţinut egalitatea 
aria D = + J DUE v) dudv. (4.97) 
JJ D(u,v) `’ 


Deoarece aria D > 0, în fața ultimei integrale trebuie luat semnul plus, 
adică în ultima integrală curbilinie pe curba închisă IT” din girul de egalităţi 
(4.92) trebuie luat sensul direct. 

În mod asemănător se arată că dacă jacobianul transformării punctuale 
regulate T este negativ, atunci în cea de a doua integrală curbilinie din (4.92) 
trebuie luat sensul invers pe curba T”. = 


Observaţia 4.9.1 Din demonstraţia teoremei precedente, rezultă că putem 
scrie egalitatea 


aria D z PA] dudv (4.98) 


indiferent dacă transformarea punctuală regulată T este directă sau inversă. 


Funcţia de sub semnul integrală din (4.98), fiind continuă, putem aplica 
teorema, de medie pentru integrala dublă, de unde rezultă existenţa unui 
punct (uo, vo) € Q astfel încât 


D(p, Y) 


aria D = | E 


(u, v)| -aria Q. (4.99) 
(uo,vo) 

Observaţia 4.9.2 Egalitatea (4.99) are o analogie remarcabilă în cazul do- 
meniilor unidimensionale. Dacă f : |a, 8] — [a,b] este o funcţie Rolle cu 
derivata nenulă, atunci teorema creşterilor finite a lui Lagrange se poate 
transcrie în forma 

Kla, 0) = IFON la A), (4.100) 
unde £ € (a, 8), L(a, b]) este lungimea intervalului |a, b], iar L([aœ, 6]) = 8— a 
este lungimea intervalului |a, 5]. Egalitatea (4.100) este analoaga unidimen- 
sională a egalității (4.99). 
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Teorema 4.9.2 Dacă T este transformarea punctuală regulată (4.84) şi f 
este o funcţie reală definită şi continuă pe D, atunci are loc egalitatea 


Die, 
|| re azin = ff (tus) Pa aude (a101) 
D(u,v) 
D Q 
numită formula schimbării de variabile în integrala dublă sau formula 
de transport. 


Demonstrație. Existența integralelor din egalitatea (4.101) rezultă din 
faptul că funcția f este continuă pe D, iar T este transformare punctuală 
regulată în IR°. Fie acum 


Ee EEA (4.102) 


o diviziune a oarecare a domeniului Q pe care este definită transformarea 
punctuală regulată T. Această transformare punctuală regulată duce D; în 
domeniul D; C D astfel încât 


A = {D;, D2,- , Da} (4.103) 


este o diviziune a lui D = T (Q). 
Pentru fiecare domeniu D; aplicăm formula (4.99). Rezultă în acest fel că 
pentru fiecare indice į cu valori de la 1 până la n putem scrie 


D(p, 4) 


(y, - aria D! 
Dosu (u,v) DD: (4.104) 


aria D; = | (adi) 
LIU 


Formăm acum suma integrală Riemann a funcției f corespunzătoare modului 
de divizare A şi alegerii punctelor intermediare (£;,7;) € Di, unde 


Ei = plu vi), mi = plu, vi). (4.105) 
Avem i 
Ca(f; in m) = > f(&,n;) - ariaDi;. (4.106) 
Considerăm funcţia 
D(e,v) 


F:Q>D, Fluv) = f (plu, v), pu, v))| (u,v)|. (4.107) 


D(u, v) 
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Din (4.106) şi (4.107) deducem 


n 


oal f; Eim) = ba F (ui, vi): ariaD; = ox (F; ui, vi). (4.108) 


i=1 


Din (4.108) rezultă că suma integrală Riemann a funcţiei f relativă la modul 
de divizare A din (4.103), şi pentru alegerea (4.105) a punctelor intermediare, 
este egală cu o suma integrală Riemann a funcţiei F din (4.107), corespun- 
zătoare modului arbitrar A’ de divizare a lui Q şi punctelor intermediare 
(u;,v,) care intră în relaţiile (4.104). 

Fie (A )r>a un şir de diviziuni ale lui Q cu proprietatea v(A4) — 0. Din 
continuitatea lui T pe mulţime compactă Q rezultă uniforma continuitate a 
sa şi i deci condiţia v(A/) — 0 implică v(A4) — 0, unde A, este diviziunea 
lui D corespunzătoare diviziunii A! a lui Q. Atunci, pentru fiecare număr 
natural k > 1, putem scrie egalitatea 


onfi Eini) = oa (F; uf, vi). (4.109) 


Din existenţa celor două integrale care intră în (4.101) şi prin trecerea la 
limită în relaţia (4.109), obținem formula de transport (4.101) şi teorema 
este demonstrată. m 


Observaţia 4.9.3 Formula schimbării de variabilă în integrala dublă se a- 
plică ori de câte ori integrala dublă din membrul al doilea al relației (4.101) 
este mai simplă decât cea din membrul întâi. 


Observaţia 4.9.4 Schimbarea de variabile (4.84) se alege astfel încât să 
se simplifice fie domeniul de integrare, fie funcția de integrat, fie ambele. 
Alegerea schimbării de variabile este sugerată de integrala din membrul stâng 
al egalităţii (4.101). 


Exemplul 4.9.1 Să se calculeze aria domeniului plan D mărginit de curbele: 


ry=a; xty=b; b>a>0 
(4.110) 
y=az; y=pzr, B>a>0, 


situat în primul cadran al sistemului de coordonate xOy. 
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Soluţie. Aria domeniului D, calculată cu ajutorul integralei duble, este 


aria D =] dzdy. (4.111) 
D 


Dacă scriem domeniul D în forma 


D = {(x,y) €E Be a<xy<b; a<Y<B), (4.112) 
i, 


atunci pentru calculul integralei duble ni se sugerează transformarea punc- 
tuală 


u = Ty, 
T-t: y  (wv)E [a,b] x lob], (eweD, (4113) 
v= 5, 
T 


care se vede că este inversa transformării punctuale 


u 
PSE, 
T : V (u,v) € [a,b] x la, 6], (x,y) € D. (4.114) 
y = yw, 
Ambele transformări punctuale sunt regulate, iar difeomorfismul T transfor- 


mă intervalul bidimensional 9 = fa, b] x a, 6] în domeniul D. Cum T şi T7! 
sunt transformări punctuale regulate inverse una alteia rezultă 


D(zx,y) 1 1 1 1 
= = = = ; 4.115 
Du) Da jy -Z| 20 Sina 
D(z,y) 4 A 
ni aL 
£ 


Deci aria căutată va fi 


aia D =|] day = 3 f EZE [au f nE, (4.116) 
D Q 


Trecerea la coordonate polare este una dintre cele mai des utilizate schim- 
bări de variabile şi este definită de transformarea 


xz = p cos 0, 
T: (4.117) 
y = p sin, 
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unde (p,9) E€ Q C [0, +00) x [0,27) si (x,y) e D. 
Se constată simplu că transformarea (4.117) este o transformare punc- 
tuală regulată, iar 


=p (4.118) 


D(z,y) cos 0 sin 6 
—p sinf p cos 


care este pozitiv în toate punctele din interiorul lui Q. 
Formula schimbării de variabile în integrala dublă când se trece de la 
coordonatele carteziene la variabilele polare date de relațiile (4.117) este 


l f(x, u)dzdy a Fle cos 0, p sin 8) pdp d. (4.119) 


Exemplul 4.9.2 Să se calculeze integrala dublă 
I(R) =|] e7? dady, (4.120) 
D 


unde D este discul închis cu centrul în origine de rază R. Folosind rezultatul 


stabilit să se arate că 
+00 
I e=? dr = s (4.121) 
0 


Soluţie. Pentru calculul integralei duble efectuăm schimbarea de variabile 
(4.117). Se vede imediat că Q este intervalul bidimensional Q = [0, R]x[0, 27). 
Aplicând formula (4.119), obţinem 


I(R) = pe”P'dpdd = [| d0 [per dp = r(l — er). (4.122) 
Q 


Din acest rezultat, prin trecere la limită pentru R — +00, găsim 


I e? dedy =r. (4.123) 


IR2 


Să considerăm acum intervalul bidimensional închis Q = |—a, a] x |[—a, a], 
cu a > 0, şi integrala dublă 


J(a) =] e” dedy. (4.124) 
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Evident, Q este intervalul bidimensional cu laturile egale cu 2a şi cu centrul 
de simetrie în originea. reperului Oy. Avem 


J(a) = ji e% da ji e? dy = (A eat) = (2 ji car). (4.125) 


Trecând la limită pentru a — +oo în egalitatea 
a 2 
Ja) = (2 VA Pat), (4.126) 
0 


obţinem o altă evaluare a integralei duble pe întreg planul din functia e 2% 
care, în analogie cu integralele improprii, putem să o numim integrală dublă 
improprie. După trecerea la limită, găsim 


+00 
J e” dredy = a(| eat). (4.127) 
IR? i 
Din (4.123) şi (4.127) deducem (4.121), rezultat utilizat în teoria proba- 
bilităţilor. m 


4.10 Aplicații ale integralei duble în mecani- 
că şi geometrie 


4.10.1 Masa şi centrul de greutate ale unei plăci 


Considerăm că întrun plan s-a ales reperul cartezian xOy şi considerăm în 
acesta domenii simple despre care se ştie că sunt mulţimi carabile. 


Definiţia 4.10.1 Se numeşte placă materială în planul rOy ansamblul P 
dintre un domeniu simplu D C IR? şi funcţia reală p definită şi continuă pe 
D. Mulțimea D se numeşte configuraţia plăcii iar funcția p este denumită 
densitatea de distribuție a materiei în placă. Placa materială se numeşte 
omogenă dacă p este funcția constantă pe D şi neomogenă când densitatea 
acesteia este variabilă de la punct la punct. 


Observaţia 4.10.1 Dacă placa P este omogenă şi are densitatea egală cu 
constanta po, atunci masa M(P) a acesteia este produsul dintre densitatea 
constantă. po şi aria domeniului D, deci 


M(P) = po: aria D. (4.128) 


Capitolul 4 — Integrala dublă 221 


Să determinăm masa unei plăci materiale neomogene P = { D; p}. Pentru 
aceasta, să efectuăm o divizare a domeniului D şi în fiecare parte componentă 
D; a diviziunii alegem un punct de coordonate (£;,n;). Masa fiecărei plăci 
componente P; = {D;; p} poate fi aproximată cu masa plăcii omogene care 
are configuraţia D; şi densitatea constantă egală cu p(£;,n;). Atunci, o valoare 
aproximativă a masei întregii plăci poate fi 


n 


M(P) ~ X` p(&, m) aria D;. (4.129) 


i=1 


Pentru a obține masa exactă a plăcii materiale este necesar să trecem la 
limită, pentru norma divizării lui D tinzând la zero, în suma integrală Rie- 
mann din (4.129). Deoarece p este functie continuă, iar D este un domeniu 
simplu rezultă că în locul lui (4.129) vom avea 


M(P) =| p(x, y)dzdy af dm, (4.130) 


unde 
dm = p(x, y)dzdy (4.131) 


se numeşte element de masă al plăcii. 

Să determinăm coordonatele centrului de greutate a plăcii P. Pentru 
aceasta, divizăm iarăşi domeniul D cu ajutorul divizării A care constă din 
domeniile Dı, D2,---, Dn, alegem în fiecare domeniu component punctul 
(Eimi) € Di şi notăm: 


£ = (Eiba e) n= (M, N2, M). 


Considerînd că porțiunea D; din placă este una omogenă cu densitatea con- 
stantă şi egală cu p(&;, q), masa m; a acestei plăci omogene va fi 


m; = p(&, ni) aria D;. (4.132) 
Gândind aproximativ, putem asimila placa P cu sistemul de puncte materiale 
Mı, Mə,..., Mn 


care au respectiv ponderile mi, m>,-::, Mn. Atunci, putem scrie expresiile 
bine cunoscute ale coordonatelor za(A; €, n) şi ya(A; £, n) ale centrului de 
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greutate al unui sistem de puncte materiale: 


> ipl Ei, ni) aria D; X npl ĉi, ni) aria D; 
ze(A; £, n) = 5; ; vo(A;£,n) = E 
pi (4, m) aria D; So pl (4, m) aria D; 
i=1 i=1 
(4.133) 


Pentru a obţine valorile exacte ale coordonatelor centrului de greutate a plăcii 
P, trebuie să trecem la limită în relaţiile (4.133) când norma divizării A tinde 
la zero. Numitorii expresiilor din membrul drept al egalităţilor (4.133) sunt 
egali cu suma Riemann a funcţiei p corespunzătoare divizării A şi alegerii 
(&i n) € D; a punctelor intermediare. Numărătorul primei expresii de mai 
sus este suma integrală Riemann ca (z p; €i, ni), iar cel de al doilea numărător 
este oa (y p; ĉi, mi). Deoarece funcţiile p(x, y), x p(x, y) si y p(x, y) sunt conti- 
nue, aceste expresii au limită pentru v(A) — 0 şi aceste limite sunt integralele 
duble ale funcţiilor de mai sus pe domeniul A. Notând cu za şi ya valorile 
exacte ale coordonatelor centrului de greutate al plăcii, avem: 

ze = „im ze(4;6n); ve = dim yelA; é, n). (4.134) 
După trecerea, la limită şi folosirea relaţiilor (4.130), (4.131) şi (4.134) de- 
ducem că expresiile coordonatelor centrului de greutate G al plăcii P sunt 


ap) || m jas ak. Kai (4.135) 


Dacă placa materială este omogenă, formulele pentru coordonatele cen- 
trului de greutate se simplifică şi devin 


J| acu 


jars Pr = E J| zdzdy, 
J dzdy aria D JJ 


ll ydm 


PONTS J| dza - -5 
D 


(4.136) 


J y drdy. 
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Exemplul 4.10.1 Să se calculeze coordonatele centrului de greutate al plăcii 
omogene P = {D, p}, cu densitatea constantă şi egală cu unitatea, unde 


D = {(xz,y) E€ IR? : x? +y? <a’, 2? +y? >ar, y>0), (a >0). (4.137) 


Soluţie. Configuraţia plăcii P este domeniul plan închis D inclus în semi- 
planul superior a cărui frontieră se compune din: semicercul superior al cer- 
cului cu centrul în origine şi raza egală cu a; segmentul de dreaptă de pe Ox 
cu abscisele —a < x < 0; semicercul superior al cercului cu centrul în punctul 
(a/2,0) şi rază a/2. 

Prin trecerea la coordonate polare 


T: x= p cosb, y= psn, 0<8<27, p20 (4.138) 
domeniul D se transformă în domeniul Q = Di U D, unde: 


Di ={(0,0): 0<8< =, acos <p<a}; (4.139) 


NIA 


D, = {(p,0) : a s0<r, 0O<p<a). (4.140) 


Observăm că domeniul D' este transformatul prin T din (4.138) a porțiunii 
D; a lui D aflată în primul cadran al reperului rOy, D; este transformatul 
părţii Də a lui D situată în cadranul al doilea şi D = D: U Do. 

Pentru calculul integralelor duble care urmează vom efectua schimbarea 
de variabile (4.138). 


Placa P fiind omogenă, are masa M dată de integrala dublă 


M =] dxdy =|] pdpdo = 
D Q 


T/2 a T a 
a d0 pdp+ | ao | pdp = 
0 a cos 7/2 0 


e NR 1T 3 3ra? 
A (af — a“ cos Da | a 7 
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Coordonatele centrului de greutate G (xa, ya) sunt 
: J| zaxa : J| P cos0 dodo 
za = — || xzdzdy = — COS = 
Cv y M P P 
D Q 
1 T/2 a 
= a. cos 0 do og P dp+ 
T cosðdð | pdp = 
M T/2 0 PARIES 
a 


zo m E 22 | cosodo= 
SR (1 — cos? 0) cos +M ai Se 


yG = || ydzdy =e sin 6 dpd0 af pP sin 6 dpd6 = 
D Q Di 


fe sind dodo = sinod i Pap+ | sinodo | dp= 


a cos 
D, 
3 T/2 3 T 14 
= al (1 — cos20) sin 0d0 + am J p20 =, Ea 
Prin urmare, centrul de greutate al plăcii consideratere coordonatele 
(—a/6, 14a/(97)). m 


4.10.2 Momente de inerție ale unei plăci 


După cum bine se ştie, momentul de inerție al unui punct material de pondere 
m faţă de un element geometric, care în plan poate fi o dreaptă sau un 
punct, este egal cu produsul dintre masa acestuia şi pătratul distanţei dintre 
punctul material şi acel element. Momentul de inerție al unui sistem de 
puncte materiale față de un element geometric este suma momentelor fiecărui 
punct material în parte faţă de acelaşi element geometric. 

Să determinăm momentele de inerție ale plăcii P = {D; p} faţă de ele- 
mentele reperului cartezian xOy, adică faţă de axele sale şi faţă de originea 
O. 

În acest scop divizăm din nou placa P în plăcile componente P; = {D;, p}, 
unde A = {D1, D,-:::, Dn} este o divizare a lui D, apoi fiecare dintre 
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aceste plăci o considerăm placă omogenă cu densitatea egală cu p(6;,7;), 
unde (£;,n;) € Di, după care putem aproxima placa P; cu punctul material 
M; având ponderea m; dată în (4.132). Momentele de inerție ale acestui sis- 
tem de puncte materiale faţă de axele de coordonate Oz, Oy, conform celor 
stabilite mai sus, sunt 


n 


L(A; £n) = J ni mi = Xm pli m)aria Di, 
i=1 i=1 


i (4.141) 
(4; £, n) -5g mi = XE p(& m)aria Di. 


i=1 


Observăm că 
L(A; E, n) = oa(y?p; nm),  Ly(A;€,n) = oalr?’ p; éi m). 


Momentul de inerție al aceluiaşi sistem de puncte materiale față de orig- 
inea O a reperului este 


Io(A; £, n) = X (E + nimi = 


i=1 


j 4.142 
=> (£ + n?) p(&, ni) aria D; = — ( ) 


= Al (57 + y’°)p; Ei mi). 


Trecând la limită în (4.141) şi (4.142) când norma divizării A tinde la zero şi 
ţinând cont că funcţiile y?p(z,y), xpe, y) şi (£? + y2)p(z,y) sunt continue 
pe D, deci integrabile, constatăm că limitele din membrul doi există şi sunt 
integralele duble pe D din funcţiile indicate. Prin urmare, există şi limitele 
din membrul întâi ale relaţiilor (4.141) şi (4.142), pe care le notăm cu Ts, Ty 
şi Io şi care sunt momentele de inerție faţă de respectiv axele de coordonate 
şi faţă. de originea reperului. Avem 


Ty z y’ plz, y)dzdy al ydm, I =f x’p(z,y)dzdy = z2dm 
Io = (2? + plz, y)dzdy a (x? + y)dm 
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Se observă că are loc relația 
Io = Is + I. (4.143) 


Exemplul 4.10.2 Să se determine momentele de inerție ale plăcii P = 
{D, p} în raport cu elementele reperului de coordonate xOy, unde 


D= {(x,y) €E R°: z+y<1,z>0,y>0) (4.144) 


şi densitatea este p(z, y) = zy. 


Soluţie. Configuraţia plăcii P este domeniul închis D având frontiera tri- 
unghiul isoscel dreptunghic cu catetele de lungime 1 situate pe axele de co- 
ordonate în porțiunea lor pozitivă. Rezultă că D este simplu în raport cu 
ambele axe de coordonate. Prezentându-l ca domeniu simplu în raport cu 
Oz şi respectiv în raport cu Oy, avem 


D = D, = {(z,y) E R°: 0<y<1,0<z<1-—y}; (4.145) 


D = D} = {(x,y) E R°: 0<£<1,0<y<1-rz}. (4.146) 


În calculul momentului de inerție I+, în raport cu axa Oz, vom considera 
că D are forma (4.145), iar pentru calculul lui 7, vom lua pe D sub forma 
(4.146). Deci: 


2 : Vu Aig 1 /! 23 1 
Raa plz, y)dzdy= | dy | zar = 3 f -4y dy = —; 
A o 0 2 Jo 120 


1 1-a | ri 1 
ofer [e [enem] f'ai 
j J x p(x, y)dzdy „dz i x’ydx A x ja da a 


Aşadar, momentele de inerție în raport cu axele de coordonate sunt egale, 


iar cel în raport cu originea reperului, Io, este suma Io = Is + Iy = 50: E 


4.10.3 Momente statice ale unei plăci 


Momentele statice M, şi M, ale plăcii materiale P = {D, p} în raport cu 
axele de coordonate Oz şi Oy, se exprimă prin formulele 


Mz = I yp(z,y)dzdy, My = ] x p(z, y)dzdy. (4.147) 
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Exemplul 4.10.3 Să se calculeze momentele statice în raport cu axele de 
coordonate ale plăcii P = {D, p}, mărginită de dreapta x + y = 2 şi de 
parabola y = x? ştiind că densitatea este p(x, y) = y. 
Soluţie. Domeniul D este simplu în raport cu Oy căci poate fi definit de 
inegalităţile 

—2 <a <1, g <y<2-r. (4.148) 


Aplicând formulele (4.147) de calcul ale momentelor statice şi ţinând cont de 
inegalităţile (4.148), avem: 


Me =j y p(x, y)dædy = i dx = y? dy = 
D 


"E (4.149) 
el fă 3 6, IPEE 2) r^p e 423, 
=J Ca) -a°)de = —5( 4 an 
1 2—z 
M, = || zole, dzdu = | zde |, y dy = 
D —2 £ 
1 1 1 
-3] z((2— 0 adr = 3 f (£? — 42? + 4x — dz = (4.150) 
-2 2 J-—2 
Îi 4r’ 2 gf 45 
aE R L 


In cazul în care D s-ar considera domeniu simplu în raport cu Oz, volumul 
de calcul al integralelor duble pe D = D, este mai mare deoarece trebuie să 
scriem D, ca o reuniune de două domenii, ambele simple în raport cu Oz. m 


4.10.4 Flux luminos incident pe o placă 


Considerăm că placa P = {D;p} este situată în planul rOy a reperului 
spaţial Oxyz şi că în punctul (0,0, zo) de pa axa Oz se află o sursă luminoasă 
de intensitate constantă în toate direcţiile notată cu J. Ne propunem să 
calculăm fluxul luminos incident pe placa P. 

Fluxul luminos dF primit de placa elementară de arie ds este egal cu T dw, 
unde dw este unghiul solid în punctul (0,0, 29) subântins de elementul de 
suprafaţă ds = dzdy asociat punctului plăcii de coordonate (x,y). Unghiul 
solid dw este egal cu produsul raportului dintre aria ds a elementului de 
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suprafaţă şi pătratul distanței de la acest element la sursa de lumină, şi 
cosinusul unghiului y dintre normala la elementul de suprafaţă şi direcţia 
spre care se află sursa. Avem evident 


cos Y = TEOT. 
Ti +Y + 20 


dF., PEs COETIR: ; 
Valoarea derivatei T în punctul (x,y) al plăcii este cunoscută ca intensitatea 
s 


(4.151) 


de luminozitate în acest punct şi este notată cu A(x, y). Rezultă că 


dF Idu Izo 
3/2 
ds ds (22 +y? + 28) i 


A(z, y) (4.152) 


Procedând similar ca în cazul determinării masei plăcii constatăm că fluxul 
luminos total F primit de placă este integrala dublă pe D din funcţia A(x, y) 


r=] A(x, y)dzdy = 120 I / dedy a (4.153) 


12 +Y? tze 


4.10.5 Debitul unui fluid prin secțiunea transversală a 
unui canal 


Considerăm un fluid care curge întrun canal gi o secțiune transversală a sa 
D, perpendiculară pe direcția de curgere a fluidului. Introducând sistemul 
de coordonate cartezian xOy în planul secțiunii transversale, putem privi 
viteza V a fluidului, în fiecare punct al secțiunii, ca fiind o funcție de z şi y, 
coordonatele carteziene ale acelui punct. 

Ne propunem să determinăm cantitatea de fluid care trece prin secțiune 
în unitatea de timp. 

În acest scop, în punctul (x,y) al secţiunii transversale considerăm un 
element inmfinitezimal ds al acesteia de arie dzdy. Cantitatea de fluid care 
străbate elementul de plan ds în unitatea de timp este egală evident cu masa 
unui cilindru elementar, care conține fluid, cu baza egală cu ds gi înălțimea 
egală cu viteza fluidului în punctul (x,y) al secțiunii transversale. Aşadar, 
debitul elementar dQ al fluidului este 


dQ = plx, y)V (x, y)dzdy, (4.154) 
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unde p(z,y) este densitatea fluidului în punctul (x,y). Pentru a găsi debitul 
Q(D) prin secţiunea D ar trebui să sumăm toate debitele elementare, sumare 
care conduce la integrala dublă pe domeniul D din funcţia p V. Prin urmare, 


Q(D) = || plz y)V (e, azdy. (4.155) 


4.10.6 Volumul unui cilindroid 


Definiţia 4.10.2 Fie D un domeniu simplu aflat în planul xOy al reperului 
cartezian spațial Oxyz şi f : D — IR* o funcţie reală, de două variabile reale, 
pozitivă şi continuă pe D. Se numeşte cilindroid mulțimea C a punctelor din 
spațiu definită prin 


C = {(£,y,z) € R? : (x,y) € D; 0< z < f(£,y)}. (4.156) 
Mulţimile D şi B, = {(x,y,z) € IR? : (x,y) € D; z = f(x,y)} sunt prin 
definiție bazele cilindroidului. 


Dacă considerăm o divizare A = 1D,, D2,:::, Dn} a domeniului D şi 
în fiecare domeniu component D; al acesteia alegem un punct (£,n;) € Di, 
atunci putem considera corpurile prismatice IL; 


I; = {(£,y,2) E R? : (z,y)e Di 0< z< fé m)} (4.157) 


care are baza D; şi înălţimea h; egală cu valoarea funcţiei f în punctul (&;, m). 
Volumul VŅV(IL) a unui asemenea corp prismatic este 


VUL) = f(&,m;) - aria Di. (4.158) 
Suma 


È V(IL) (4.159) 


reprezintă o valoare aproximativă a volumului cilindroidului C. O aproximare 
mai bună a volumului cilindroidului se va obține dacă se va considera o diviz- 
iune A’ mai fină decât diviziunea A. Mai mult, analiză modului de abordare 
a celorlalte aplicații ale integralei duble conduce la observația următoare. 


Observaţia 4.10.2 Valoarea exactă a volumului cilindroidului va fi limita 
sumei din (4.159) când norma divizării A tinde la zero, în cazul în care 
această. limită există. 
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Din (4.158) şi (4.159) constatăm că valoarea aproximativă a volumului 
V(C) al cilindroidului C este suma integrală Riemann a funcţiei f corespun- 
zătoare modului de divizare A şi alegerii (£;,7;) a punctelor intermediare 


n 


V(C) $ 5 f(&, ni) aria D; = oal f; Êi, ni). (4.160) 
i=1 
Din Observatția 4.10.2, relația (4.160) şi din faptul că f este funcţie continuă 
deducem formula de calcul a volumului cilindroidului C 


vC) = J F(z, y)dzdy. (4.161) 


Observaţia 4.10.3 Funcția continuă f din Definiţia 4.10.2 poate avea şi 
valori negative, noțiunea de cilindroid păstrându-şi sensul, acesta fiind o 
reunine de mulțimi de forma (4.156) în acele subdomenii ale lui D unde f 
are valori pozitive şi de mulțimi de forma 


C_ = {(xz,y,z2) E BR: (x,y) € D; f(z,y) <z <0} (4.162) 
în acele părți D_ a lui D unde funcția f are valori negative. 


Cu alte cuvinte întrun astfel de cilindroid baza B, este o reuniune de 
porțiuni de suprafeţe situate atât în semispațiul superior z > 0 cât şi în 
semispațiul inferior z < 0. 

Înălțimea corpului prismatic ataşat porțiunii de cilindroid (4.162) va fi 


hi = — f (i mi) = |S (€ m)l, (4.163) 


iar o valoare aproximativă a volumului întregului cilindroid este 


n 


V(C) = X FE m)l aria Di = oa (lfl; £m), (4.164) 


i=1 


unde |f| este funcţia valoare absolută a funcţiei f. 

În acest mod, constatăm că volumul unui cilindroid cu o bază domeniul 
simplu D C xOy, iar cealaltă bază având porțiuni atât în semispaţiul z > 0 
cât şi în semispaţiul z < 0, este dat de integrala dublă 


V(C) = | Ifi y)dzdy = |f rada. (4.165) 


Capitolul 4 — Integrala dublă 231 


Exemplul 4.10.4 Sà se determine volumul corpului ale cărui puncte au co- 
ordonatele (x,y,z) care satisfac inegalităţile 


hz>zr’ +y, 0<z<h. (4.166) 


Soluţie. Corpul căruia trebuie sa-i determinăm volumul este complementara 
cilindroidului C; faţă de cilindroidul C4. Aceşti doi cilindroizi au aceeaşi bază, 
situată în planul rOy, şi anume discul închis cu centrul în origine de rază h 


D = {(x,y) E R°: £? +y? < h’}. (4.167) 


Cilindroidul C; are baza superioară discul închis de rază h cu centrul în punc- 
tul Mo(0,0, h) situat în planul paralel cu planul rOy care trece prin Mo, 
plan care are ecuaţia z = h, în timp ce cilindroidul C are baza superioară 


1 
o porțiune din paraboloidul de revoluție de ecuație z = „(7 +y’). Atunci, 


volumul Y al corpului considerat în enunţ este 


P = V(C.) — (0) =] h drdy— J „(2 + 4?)dzdy = 
zi i z (4.168) 
= h- aria D — z J (22 + y2)dzdy. 


Observăm că valoarea ultimei integrale se poate determina foarte simplu dacă 
se trece la coordonate polare 


x =p cos, y=psind. 


Pentru ca (x,y) € D trebuie ca punctul de coordonate (p,0) să se afle în 
intervalul bidimensional A = [0, A] x [0, 27). Aplicând formula schimbării de 


variabile, găsim 
J (x° + y2)dzdy =i p? - pdpd = 
D A 


27 h 4 4 
ph Th 
= ao | 3 dp = 2r -=| = —. 
| 0 sd 4 i 2 
Ţinând cont că aria D = n h? şi folosind rezultatele determinate mai sus 
constatăm că volumul corpului din enunţ este 
Th? nh? 


— Fra E a, 
V=rh > A 
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rezultat care arată că volumul corpului este acelaşi cu volumul cilindroidului 
Co. E 


Exemplul 4.10.5 Sà se calculeze volumul cilindroidului cu baza superioară 
pe suprafața de ecuație 

zS Ay: 
iar baza inferioară, inclusă în planul xOy, domeniul compact 


D = {(x,y) € R? : £? +y? >z, +y < 2r}. 


Soluţie. Volumul cilindroidului este 
V(0) = I (£? + y?)drdy. 
D 


Trecând la coordonate polare 
xz =p cos, y= p sinf (4.169) 
se constată că punctul (x,y) € D dacă (p,0) € Q, unde 


Q = {(p,0) : = <0< z cos < p < 2cos0). 
Aplicând formula schimbării de variabilă în integrala dublă, găsim: 
7/2 2 cos 15 7/2 45 
3 4 
= dp = — 0 d9 = —r.. 
KE RA a 5 KERE 4 —r/2 an 327 


Exemplul 4.10.6 Folosind integrala dublă, să se determine volumul V al 
corpului mărginit de suprafeţele: 


z=6=2 =y; z=? +y. 


Soluţie. Pentru a evalua volumul corpului dat, calculăm volumele a doi 
cilindroizi, primul cu baza superioară pe suprafaţa z = 6 — x? — y?, iar cel de 
al doilea cu baza superioară pe suprafaţa z = yx? + y?, ambii având aceeaşi 
bază inferioară, în planul xOy, definită de domeniul 


D = {(x,y) € R? : £? +y? <4}. 
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Volumul V este diferența volumelor celor doi cilindroizi. Avem: 
VC) = || (6-2? — p?)dzdy; VC) =|] Ve + Paray. 
D D 


Ambele integrale se calculează trecând la coordonatele polare (4.169) şi se 


32 
găseşte în final că V = = m 


4.11 Integrale duble improprii 


4.11.1 Domeniul de integrare nu este mărginit 


Definiția 4.11.1 Se spune că un domeniu plan D este nemărginit dacă el 
conține puncte exterioare oricărui interval bidimensional închis şi mărginit, 
sau echivalent, oricărui disc închis. 


Vom presupune că orice parte mărginită a frontierei lui D este o curbă 
netedă sau netedă pe porţiuni. Un astfel de domeniu poate fi 


e exteriorul unui domeniu mărginit sau a unui număr finit de domenii 
mărginite; 


e porţiunea din plan limitată de o curbă de măsură Jordan nulă, care se 
întinde indefinit în ambele sensuri. 


Să considerăm un şir infinit de discuri închise 
Kı, Ko, sia Kpt 


cu centrul întrun punct oarecare C al planului raportat la reperul cartezian 
ortogonal Oxy şi drept raze termenii şirului arbitrar strict crescător de nu- 
mere pozitive 


Ru, Fuzeta > 


cu limita egală cu infinit. Fiecare din aceste discuri poate avea puncte comune 
cu un domeniu nemărginit dat D. Să notăm cu DH, intersecţia mulțimilor 
D şi Kn. Orice punct P € D va fi conţinut, pentru n suficient de mare, 
în mulţimea corespunzătoare DK„. Într-adevăr, este suficient să luăm pe 
n astfel încât să avem Rp > d(P,0), unde d(P,C) este distanţa euclid- 
iană între punctele P şi O ale planului. Acest lucru este posibil întotdeauna 
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deoarece lim Rn = +00. Proprietatea de mai sus poate fi exprimată echiva- 
lent spunând că şirul de mulţimi 

DK DK, sora Kaget 
tinde către domeniul D gi vom scrie, convențional 


lim DK, = D. 


n—+00 
In această situaţie se spune că domeniul nemărginit D admite o ezhaustiune. 


Definiţia 4.11.2 Fie D o mulţime nemärginită din plan. Spunem că D ad- 
mite o exhaustiune dacă există un şir (Dn) de mulțimi din plan, compacte, 
măsurabile Jordan astfel încât: 


e sirul (Dn) este ascendent faţă de operația de incluziune, adică Dn C 


e orice mulțime compactă inclusà în D este conținută întrun Dn. 


Pentru cele ce vor urma, este util să dăm definiția noțiunii de secțiune a 
unui domeniu nemărginit. 


Definiţia 4.11.3 Vom spune că un domeniu D' constituie o secţiune a 
domeniului nemărginit D, dacă există un disc închis K cu centrul în origine, 
conținând o porţiune din D şi astfel încât să avem 


DKCD CD. 


Elementele unei exhaustiuni a domeniului nemărginit D constituie, cel 
puţin de la un anumit rang, secțiuni ale lui D. 


Teorema 4.11.1 Din orice şir (D,) de secțiuni ale domeniului nemărginit 
D, tinzând către D, se poate extrage un subşir (Dp,), astfel încât 


Drk C Dko Cs C Dat 


şi 


n— +020 
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Demonstraţie. Luăm kı = 1 şi fie Kı un disc închis care să conţină dome- 
niul Dı. Vom nota Dķk,, primul domeniu din şirul 


Da Da 


pentru care DA, C Dp. Fie Kə un disc închis care să conţină pe Dp. Vom 
numi Dp, primul domeniu din şirul care începe cu Dgs, şi pentru care DK C 
Du. Continuând, obţinem un şir de secţiuni ale lui D care îndeplineşte con- 
diţia cerută. = 


Definiţia 4.11.4 Vom numi şir crescător de domenii orice şir de mulți- 
mi în care fiecare domeniu este conținut în următorul. 


Definiţia 4.11.5 Fie f o funcţie reală definită pe un domeniu nemărginit 
D c IR? şi integrabilă pe orice subdomeniu compact care are arie, a lui D. 
Spunem că f este integrabilă pe D, dacă există un număr real J(D), astfel 
încât pentru orice exhaustiune (Dn) a lui D să avem 


lim J f(x, y)dzdy = J(D) 


n—+00 


şi vom scrie 


I f(z,y)dzdy = J(D). 


D 


Despre integrala din membrul stâng spunem cà este convergentă pe mulțimea 
D. 

Unei integrale duble pe un domeniu nemărginit i se poate spune integrală 
improprie. 


Exemplul 4.11.1 Funcția f(x,y) = x°y nu este integrabilă pe mulţimea 
D= P. 


Într-adevăr, dacă considerăm exhaustiunea (D,) a mulţimii IR?, unde 
D= ((zy)e Ri: 2? +y’ sn), 


iar n este un număr întreg pozitiv, atunci 


J f(x, y)dzdy al xz’ydrdy = A dp a p“ sin 0 cos? 0d9 = 0. 
Dn Dn 
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Pe de altă parte, dacă considerăm exhaustiunea (DD!) a lui R?, unde D’, 
este intervalul bidimensional închis |n, 2n] x |n, 2n], se vede imediat că 


[| tendray = f" Par: | yay 2 
Ds, 


deci „m I f(x, y)dxdy = 0. 
D! 


Din Definiţia 4.11.5 rezultă că functia f(x,y) = z2y nu este integrabilă, 

pe IR? sau că integrala improprie J f(x, y)dzdy este divergentă. E 
IR? 
Teorema 4.11.2 Condiția necesară şi suficientă pentru ca f să fie integra- 
bilă pe domeniul nemărginit D este ca oricărui număr pozitiv € să —i core- 
spundă o secțiune D = D(e), astfel încât, pentru orice pereche de secțiuni 
D', D", verificând relațiile 
DcD, D'cD, 


sà avem 


| J Fărău |f Fæ, y)dxay| <E. (4.170) 


D” 
Demonstrație. Condiția este necesară. Intr-adevăr, să presupunem 
funcția f integrabilă pe D şi să notăm cu J(D) valoarea sa, adică 


ID) = || f(e, y)dzdy. 


Să arătăm că pentru un e > 0 dat putem determina o secţiune D în D, astfel 
încât, pentru orice altă secţiune D’ a lui D cu proprietatea D C D', să avem 


|J(D)- J f(x, y)dzdy| < a (4.171) 


Intr-adevăr, dacă acest lucru nu este posibil, atunci pentru orice disc A 
de rază R există cel puţin o secţiune Dr, verificând relaţia DK C Dp, astfel 
încât să avem 


|7(D)- I f(e, v)dedy| > 5. 
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Să considerăm un şir crescător divergent Rn şi să punem D, = DR,- 
Avem, pe de o parte, 
lim D, =D, 


n—+00 


iar pe de altă parte, 
E 
|I(D)- f| ha aa > $, 
Dn 


oricare ar fi n € IN. Pe această cale se ajunge la concluzia absurdă că şirul 
numeric având termenul general 


|| faza 


nu are limita J(D). 

Aşadar, relaţia (4.171) este satisfăcută pentru orice secţiune D’ a dome- 
niului nemărginit D, cu proprietatea D C D'. Fie D” o altă secţiune, astfel 
încât D C D”. Alături de relaţia (4.171), putem scrie relaţia 


|J(D)- J f(x, y)dxdy]| < =, (4.172) 


iar din (4.171) şi (4.172) deducem imediat relaţia (4.170). 


Condiţia este suficientă. Fie e > 0, D o secţiune a domeniului nemărginit 
D şi (D,) un şir monoton crescător de secţiuni ale lui D. Există un număr 
naturala N(e) = N, astfel încât, pentru n > N, să avem D C D,. Dar, 
potrivit relaţiei (4.170), presupusă satisfăcută, vom avea 


||| Paz ăzav- | Fe, paza <e, 


pentru orice pereche de indici (m, n), astfel încât m > N, n > N. 
In baza criteriului generala al lui Cauchy pentru şiruri numerice, aceasta 
înseamnă că şirul numeric 


(|, Fe v)dedy) 


are o limită finită, deci f(P) este integrabilă pe D. E 
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Corolarul 4.11.1 O condiţie necesară şi suficientă pentru ca funcția f să 
fie integrabilă pe domeniul nemărginit D este ca să existe un număr real 
J(D), astfel încât, pentru orice e > 0, să avem 


|J(D)- J f(x, y)dzdy| <E, 


îndată ce D C D', unde D este o sectiune ce depinde de e. 


Justificarea acestui corolar nu prezintă nici o dificultate. 

Integrala pe un domeniu nemărginit, aşa cum a fost definită mai sus, 
păstrează principalele proprietăţi ale integralei duble pe un domeniu măr- 
ginit. Astfel, aditivitatea în raport cu domeniul de integrare, liniaritatea, 
monotonia şi formula schimbării de variabile sunt proprietăți adevărate şi în 
cazul integralei duble pe un domeniu nemărginit. 

În legătură cu integrabilitatea unei funcții pozitive f pe un domeniu 
nemărginit D are loc 


Teorema 4.11.3 Dacă funcția pozitivă f definită pe un domeniu nemăr- 
ginit D C IR? este integrabilă pe orice subdomeniu compact a lui D, care are 
arie, atunci f este integrabilă impropriu pe D dacă şi numai dacă există o 
erhaustiune (Dn) a lui D astfel încât limita 


n—+00 


lim J f(z, y)dzdy = I (4.173) 
Dn 


să existe şi să fie finită. În plus, are loc egalitatea 
J f(x, y)dzdy = „lim J f(x, y)dzdy. 
D Dn 


Demonstraţie. Necesitatea este evidentă în baza Definiţiei 4.11.5. 


Suficiența. Fie (D,) o exhaustiune a lui D pentru care există şi este finită 
limita (4.173) si (D}) o altă exhaustiune a lui D. Din Definiţia 4.11.2 rezultă 
că există, un indice k(n) astfel încât D', C Dkn). Din faptul că f are valori 
pozitive pe D, rezultă 


J| e udzdy < || Fæ, y)dedy < 1. 


Dan) 
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Tot din faptul că f(x,y) > 0 pe D rezultă că şirul ( ]] f(x, y)dzdy) este 
D! 


monoton crescător şi mărginit superior de I, prin urmare există şi este finită 
limita 
„lim I f(x, y)dedy = T. (4.174) 
Dr 
Între limitele (4.173) şi (4.174) are loc inegalitatea I’ < T. Dacă schimbăm 
rolul celor două exhaustiuni obţinem că I < I! şi deci F” = I. Cum ex- 


haustiunea (D/) a fost luată arbitrar, deducem că f este integrabilă impro- 
priu pe D şi are loc egalitatea 


J f(x, y)dzdy = I. (4.175) 


Exerciţiul 4.11.1 Să se arate că functia f(x,y) = e (+) este integrabilă 
impropriu pe mulțimea R, x R, şi să se deducă apoi că valoarea integralei 


lui Poisson este 
+00 
f e” da = i (4.176) 
0 


Soluţie. Deoarece f este pozitivă pe domeniul nemărginit de integrare D, 
este suficient să considerăm o exhaustiune particulară a lui D = R, x R} = 
IR? . Luăm 


D, = {(£,y) € R? ; L? HY < Nn?; xr>0,y >20} 


şi atunci 
I all e e+ dedy ss lim y e” + dzdy. 
n Dn 


Dacă trecem la coordonate polare în plan, obținem 


n T/2 
I= lim pedo | dð = 
0 


n=+ Jo 


racim e ea 


T E 42 
—— lim e? 
0 4 n=+oo 


4 n—+oo 


La 
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ceea ce arată că f este integrabilă impropriu pe R? gi că valoarea integralei 
T 
este T Considerând orice altă exhaustiune (D!) a lui Ri, limita (4.174) are 


aceeaşi valoare, adică 7/4. 
Să considerăm exhaustiunea (D),), unde Di, = [0,n] x [0, n]. Atunci, 


|| eo Parau = lim I de f e7 +) dy = 
) n=+ Jo 0 
R} 


AS Ee 


Dacă ţinem seama de Teorema 4.11.3, din confruntarea celor două rezul- 
tate deducem (4.176). m 


In continuare vom da, fromână demonstraţie, unele rezultate în legătură 
cu integralele duble improprii. 


Teorema 4.11.4 O condiție necesară şi suficientă pentru ca f să fie funcție 
integrabilă pe domeniul nemărginit D este ca funcția |f| să fie integrabilă pe 
acest domeniu. 


Această teorema confirmă faptul cà definiția dată, în cazul domeniilor 


nemărginite, pentru simbolul J f(z,y)dzdy, conduce la un mod de con- 


D 
vergenţă foarte rapid pentru integralele respective, convergenţă care are ca 
urmare coincidenţa naturii integralelor improprii 


J| Fevdzdy si ff 1f@y)ldedy. 


O asemenea echivalență nu are loc în cazul unei singure dimensiuni. 

Din punct de vedere practic, teorema precedentă aduce o simplificare 
considerabilă în studiul convergenţei integralelor duble improprii, întrucât 
noţiunea, de integrală semiconvergentă din teoria integralelor improprii a unei 
funcţii de o variabilă nu-şi mai are corespondent în teoria integralelor duble. 


Divergenţa integralei J |f(x,y)|dxzdy atrage după sine totdeauna divergenta 
D 


integralei || f(x, y)dædy. 
D 
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Cazurile în care se poate stabili convergenţa unei integrale duble pe baza 
celor două teoreme precedente sunt foarte rare. De aceea, în practică, ca 
şi în orice problemă de convergenţă, se caută condiţii suficiente (criterii) pe 
baza cărora să se poată stabili dacă o integrală dublă improprie este sau nu 
convergentă. Vom enunţa aici câteva condiţii de acest gen. 


Teorema 4.11.5 Dacă g este funcţie integrabilă pe domeniul nemărginit D 
şi 

f(z,9)] < lg(z9)l, (v) (2,4) € D, 
atunci f este funcție integrabilă pe D. 


Teorema 4.11.6 Dacă funcția g este integrabilă pe domeniul nemărginit D 
şi există M > 0 astfel încât 


f(z.y) 

———] < M, (V) (x,y) € D, 

rel (9) (29) 
atunci f este funcție integrabilă pe D. 


Teorema 4.11.7 Orice funcţie f care se poate pune sub forma 


unde a > 2, C este un punct fix al planului, iar p o funcţie mărginită pe 
domeniul nemărginit D, este integrabilă pe D. 


Teorema 4.11.8 Dacă pentru un şir particular (Dn) de secţiuni ale domeni- 
ului nemărginit D tinzând către acest domeniu, şirul numeric corespunzător 


( J| fas laza) 


este convergent, atunci f este integrabilă pe domeniul D. 


Teorema 4.11.9 Dacă integralele improprii de prima speţă 


[7 tode şi [a 


OO OO 
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sunt absolut convergente, atunci functia f(x) - gly) este integrabilă pe IR? şi 
are loc egalitatea 


J f(a) sara = |" fajde: | sau. 


În particular, dacă f şi g sunt funcţii pare, absolut integrabile pe [0, +00), 
atunci funcţia f(x) - gly), definită pentru (x,y) € [0, +00) x [0, +00), este 
integrabilă pe IR? = [0, +00) x [0, +00) şi 


Ja f(a): go)azău = |? Flade: | stau. 


Folosind ultima teoremă putem stabili formula lui Jacobi care dă legătura 
între funcţiile B şi I ale lui Euler. Reamintim că 


+00 1 
ro = f yP te Ydy, Bpa) = f vP- (1 — v) Tdv. 


Pe lângă numărul pozitiv p, să considerăm valoarea în q > 0 a funcției T 
scrisă astfel 


+00 
Tr(q) = J zile” ”dr 
0 


şi să efectuăm produsul numerelor T (p) şi T(q). Conform ultimei teoreme, 
q) al e Ct) gt- dredy. 
r 


Dacă în integrala dublă improprie facem schimbarea de variabilă 


z = u(l-—v) 
T: 
y = w 


atunci domeniul D' = [0, +00) x [0, 1] se transformă în RA. 
Jacobianul transformării punctuale regulate T va fi 


D(z,y) _ ps | 2 ai) ) e ij e 


—uU u 
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şi deci 


1 +00 
=f œf eT". uP tI. yP. (1 — v) tdu = 
0 0 


+00 
= f e7” -uP tidu - f WI - (1— v) du =T (p +q): B(p,9). 
0 
Prin urmare, 
F(p): T) 
B(p+q) 


Exerciţiul 4.11.2 Să se studieze natura integralei duble improprii pe dome- 
niu nemărginit 


B(p,q) = 


2 


I al exp |- C + 3 )]dzdy, 
D 


unde D = ((z,y) € IR? : > + z > 1}. 
Soluţie. Domeniul de P este exteriorul mulțimii de puncte aflate în 
interiorul elipsei de semiaxe a şi b ce are axele de coordonate drept axe de 
simetrie. Este deci un domeniu nemărginit închis. 

Folosim coordonatele polare generalizate din plan. Prin urmare, efectuăm 
schimbarea. de variabile 


xz = apcos 
y = bpsinð. 


Pentru ca punctul M (zx, y) să descrie domeniul D, perechea (p, 0) trebuie 
să fie astfel încât p € [0, +20) şi 0 € [0, 27]. 

Ţinând cont că jacobianul transformării punctuale regulate de mai sus 
este J = abp, rezultă că integrala improprie de mai sus devine 


I a 2)dpd0, 


unde A este intervalul bidimensional nemărginit A = [1, +00) x [0, 27]. 
Scriind noua integrală ca o iteraţie de integrale, obţinem 


2m b: 
I= af” pexp( -Pdo | = De 
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4.11.2 Integrale duble din funcții nemărginite 


Să considerăm cazul în care funcţia reală f este definită pe domeniul D | 
{Mo} C IR’, unde Mo este un punct din D cu proprietatea că f este 
nemărginită în orice mulţime D U V, mulțimea V fiind o vecinătate oare- 
care a lui Mo. Atunci, se spune că f are o singularitate în punctul Mo. 

În continuare vom presupune că D şi V sunt mulţimi care au arie şi că f 
este integrabilă pe D \ DAV. Notăm cu d(V) diametrul lui V şi fie (Vp) un 
şir descendent Vu C Vn de vecinătăţi ale lui My care să tindă la mulţimea 
formată, doar din punctul Mo. Ultima condiţie are loc dacă „m d(V,) = 0. 


Definiţia 4.11.6 Spunem că f este integrabilă impropriu pe D dacă ex- 
istă un număr I, astfel încât pentru orice şir de vecinătăţi (Vn) ale lui Mo, 
cu lim d(Va) = 0, să avem 


lim J f(z,y)dzdy = I 


n—+020 
D\DAVa 


şi vom scrie 
J f(x, y)dxdy = I. 
D 


Despre integrala din membrul stâng spunem că este convergentă. Rezul- 
tate asemănătoare celor de la integrala dublă pe domenii nemărginite pot fi 
stabilite şi în acest caz. Presupunând pentru simplitate că punctul singular 
este originea reperului Oxy, se poate arăta că orice problemă privind inte- 
grabilitatea funcţiei f pe domeniul D, unde f este nemărginită în vecinătăţi 
ale originii se reduce la problema integrabilității funcţiei 


P(u,v) = 1 Şi u (2 ) 


(u2? + v2)? u? + v2’ u? +v? 
pe domeniul nemărginit A, imaginea lui D prin transformarea punctuală 
T y 
u= =, v= m. 
z2 + y? 2 + y2 
Intr-adevăr, transformarea punctuală de mai sus are inversa 


u v 
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care, în ipoteza u? + v? > 0, reprezintă o inversiune de pol O şi de putere 1, 
al cărei determinant funcţional este 
D(x,y) 1 
D(u,v) (u2? +2)? 


<0. 


În urma acestei inversiuni, orice curbă rectificabilă închisă C din planul (x, y) 
se transformă întro curbă C, a planului (u, v), închisă sau cu ramuri infinite, 
după cum curba CO conţine sau nu polul de inversiune. 

În primul caz, domeniului închis de curba C îi corespunde, în planul (u, v), 
domeniul nemărginit exterior curbei C4. 

În cazul al doilea, domeniului limitat de curba C îi corespunde una din 
regiunile nemărginite ale planului (u,v) determinate de curba C4. 

În ambele cazuri, oricărui şir de domenii (C„(0)), tinzând către punctul 
singular O, îi corespunde în planul (u, v) un şir de secţiuni (A, ) ale domeni- 
ului transformat A, tinzând către acest domeniu şi reciproc. 

Formula, de schimbare a variabilelor 


1 f(x, y)dzdy =] F(u, v)dudv 
C(0) A» 


justifică, afirmaţia făcută la începutul comentariului. 

Ca aplicaţie, vom transpune la cazul studiat criteriul formulat în Teorema 
4.11.8. 

Să presupunem că putem scrie funcția f sub forma 


p(z, y) 


unde ọ este mărginită pe domeniul D. Cu schimbarea de variabilă (4.177), 


obținem 
A aa UZ pe [iz Taz 223 dudo, 


u Y 
Di) > ela + 02" u? a) 


Dar, potrivit criteriului din Teorema 4.11.7, funcţia 


f(x,y) = 


a > 0, 


unde 
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este integrabilă pe A dacă 4 — a > 2, adică a < 2. 
Aşadar, orice funcţie f care se poate scrie sub forma 


p(z, y) 
fen) = O, Pe 
unde P(x,y), a < 2, iar p este integrabilă în sens obişnuit (deci mărginită) 
pe domeniul D, este integrabilă pe acest domeniu. 
În cazul în care (x,y) = 1, valorile lui a > 0 pentru care f(x,y) = 


CORDE este integrabilă pe un disc de rază R cu centrul în punctul O se 
pot determina utilizând trecerea la coordonatele polare în plan. Este posibil 
ca punctul O să fie înlocuit cu un punct oarecare Mo(zo, Yo). 


Exercitiul 4.11.3 Să se afle valorile lui a > O pentru care este convergentă 
integrala 


1 
lr ed 


unde 
D = {(x,y) € R? : (£ — xo) + (y — yo)? < RP}. 
Soluţie. În acest caz Mo = (£0, Yo). Considerăm 
1 
Va = {(2,y) E€ IR? : (x — xo)? + (y — yo)? < ~z) 


unde n este un număr natural suficient de mare astfel încât V, C D, şi 
integrala dublă 


1 
| J dxdy 
= 2 — 2ļ]a E 
ll Ne z0) + U = wo)? 
care o vom calcula trecând la coordonate polare în plan. 


27 R d R 
= A do si = 27 pi dp = 
0 1/n p“* 1/n 


PR a 2—2a 1 
F Tea. A 
Trecând la limită în rezultatul găsit, obținem că dacă a € (0, 1) 
1 R229 
lim yz4rdy = i ia 
n=teoJDW, [(x — zo)? + (9 — 07] 


= 27 


l-a ` 


Aşadar, integrala studiată este convergentă doar dacă a € (0,1). E 


Capitolul 5 


Integrale de suprafaţă 


5.1 Elemente de geometria diferenţială a su- 


prafeţelor 


În acest paragraf vom utiliza rezultate ale calculului diferenţial pentru a 
studia unele noţiuni frecvent întâlnite în geometria diferenţială a suprafeţelor 
şi teoria, integrabilităţii pe suprafeţe a funcţiilor reale de mai multe variabile 
reale. 


5.1.1  Pânze parametrice netede 


În spaţiul afin euclidian tridimensional £3, asociat spaţiului liniar IR%, con- 
siderăm reperul cartezian Ozyz, a cărui bază B' este constituită din versorii 


B' = {i = (1,0,0),j = (0,1,0),k = (0,0, 1)} c RÈ. (5.1) 


Un punct oarecare M € E; este determinat de coordonatele carteziene 
(x,y,z) sau de vectorul de poziţie r =OM, unde r = xi + yj + zk, iar 
x,y,z sunt mărimile algebrice ale proiecţiilor ortogonale ale vectorului r pe 
respectiv versorii i, j, k. 


Definiția 5.1.1 Se numeşte pânză parametrică netedă funcția vectorială 
de două variabile reale 


(u,v) = r(u,v) = z(u, v)i + y(u,v)j+ z(u, v)k, (u,v) E€ ACR, (5.2) 


continuă pe mulțimea nevidă A şi cu derivate parţiale continue pe A . 
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Funcţia vectorială de două variabile reale (5.2) stabileşte o corespondenţă 
între punctele (u,v) E€ A şi punctele M € E; ale căror vectori de poziţie sunt 


r= r(u,v), (u,v) € A. (5.3) 


Observaţia 5.1.1 Având în vedere modurile de reprezentare ale unei funcții 
vectoriale de mai multe variabile reale, rezultă că în locul lui (5.2), pe lângă 
(5.3), putem considera şi reprezentarea 


z = gx(lu,v), 
y = yuv),  (uv)EA. (5.4) 
z = z(u,v), 


Definiţia 5.1.2 Imaginea functiei (5.2), adică multimea r(A) C IR?, va fi 
numită de asemeni pânză netedă în £3, iar (5.4) şi (5.3) se numesc respectiv 
ecuaţii parametrice şi ecuaţia vectorială ale pânzei netede. 


Submulţimea de puncte (S) C E; ale căror vectori de poziţie au forma 
(5.3) o vom numi , de asemenea, pânză netedă. 


Observajia 5.1.2 Deoarece r e F (4, IR?) are derivate parţiale continue pe 


A, rezultă. că este diferenţiabilă pe A, deci în orice punct (uo, vo) € A se poate 
defini diferenţiala sa de ((uo; vo)) € L(FÈ, R’), unde L(R, R’) este spațiul 
vectorial al aplicaţiilor liniare definite pe IR? cu valori în IR?. 


Matricea aplicației liniare dr((uo; vo)) în perechea de baze canonice 
B = (e. = (1,0), e2 = (0, 1)} C R? 


şi B' C IR? din (5.1), este de tipul 3 x 2 şi are elementele 


O 
= —(uo, vo) 5 (uo, vo) 
v 


Oz 


— (uo, vo) 2 VO vo) 


Or 

ðu 

Oy O 
HCl) = | F luov) G Cuo, wo) 

Oz 

ðu 
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Observaţia 5.1.3 Coloanele matricei jacobiene J-((uo, vo)) sunt respectiv 
matricele coloană ale coordonatelor vectorilor: 


Or Or 
Ju Xo vo); gy Xo 0) 


în baza canonică B'. 


In aplicaţiile practice ale calculului integral, ale geometriei diferenţiale, 
mecanicii, fizicii etc. în definiţia pânzei parametrice se include încă o condi- 
ție de regulatitate care afirmă că rangul matricei J.((uo, vo)) este egal cu 2 în 


le) 
orice punct (ugo, vo) E A. Această condiţie se scrie sub forma 


(Și H (uo; v0)) T (pi: (uo, vo)) + E r (uo, vo)) >0. (5.5) 


5.1.2 Semnificația geometrică a condiției de regulari- 
tate. Linii parametrice 


Pentru a vedea semnificația geometrică a condiției de regularitate (5.5) să 
considerăm funcția 


u> r(u,vo), uc Ic R, Ix {v} A, (5.6) 


care este restricția funcției r la segmentul de dreaptă v = vo paralel cu 
axa absciselor reperului cartezian din E>. Acest segment trece prin punctul 
MO(uo, vo) si este conţinut în mulţimea A. Aplicația (5.6) este continuu di- 
ferenţiabilă pe I, prin urmare reprezintă un drum parametrizat neted în JR’ 


de ecuaţie vectorială 
r =r(u,vo), uE. (5.7) 
Avem Im r(:, vo) C Im r, deci imaginea drumului (5.7) este o submulțime a 


pânzei netede de ecuaţie vectorială (5.3). După cum se ştie, 


ð ð ð . 0 
S (uo; vo) = S (uo; vo) 1+ S (uovo) + S- (uo, vo) k (5.8) 


este vectorul director al tangentei la drumul de ecuație vectorială (5.7) în 
punctul Mo € (S). 
In mod similar, aplicaţia 


v => r(w, v), vE JC R, veJCR, lup) xJCA, (5.9) 
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este un drum parametrizat neted în IR? de ecuaţie vectorială 
r = r(u0,v), vEJ, (5.10) 
a cărui imagine este tot o submulțime a lui Imr. Vectorul 


Or Or „0 . Oz 
Dy (to vo) = Jy vo) 1+ 5 (uo vo)j + Jy CO vo) k (5.11) 
este vector director al tangentei la drumul parametrizat neted (5.10) în punc- 
tul Mo € (S). 

Produsul vectorial al vectorilor (5.8) şi (5.11) este vectorul 


i j k 
ox Oy Oz 
o ð 2 E Eas 
S- (uo; vo) x S (uo, vo) = Bu YO %0) ðu (uo; o) ðu (uo; vo) (5.12) 
o O o 
S (uo; vo) S (uo, vo) S (uo, vo) 


care, după dezvoltarea determinantului din membrul al doilea după ele- 
mentele primei linii, se scrie 


or Or R ; 
Ju “o vo) x Jy Xo 0) = Ai+B)+Ck, (5.13) 
unde 
= D(y,z) _ Dr) _D(zy) 
A = Dlu, v) (uo, vo), B = D(u,v) (uo, vo), C = D(u,v) (uo, vo). 


ð ð 
Vectorul (5.13) este ortogonal pe vectorul iio vo) şi pe vectorul o vo). 


Din cele prezentate mai sus rezultă că condiția de regularitate (5.5) este 
echivalentă cu 


[Z uo, vo) x 9 Cuo, vo )| = VA2+ B2+ C2 >0 (5.14) 


e acd 7 Or „Or i za E 
şi exprimă faptul că vectorii Ju “o vo) şi Zr (o vo) sunt necoliniari sau liniar 
u v 


independenți. Din punct de vedere geometric, condiția (5.14) se traduce prin 
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aceea că imaginile drumurilor parametrizate (5.7) şi (5.10) au în punctul 
comun Mo tangente distincte. Corespondenţa (5.4) fiind şi biunivocă, re- 


zultă că în vecinătatea punctului (uo, vo) E€ A drumurile (5.7) şi (5.10) au 
în comun doar punctul Mo € (S). Imaginile acestor drumuri se numesc linii 
parametrice. Prin fiecare punct Mo € (S), corespunzător punctului (uo, vo) € 


A, unde sunt satisfăcute condiţiile de regularitate, trece un drum şi numai 
unul singur de forma (5.6) şi numai un drum de tipul (5.9). 


5.1.3 Interpretarea geometrică a diferenţialei funcţiei 


vectoriale r = r(u,v) în punctul (uo, vo) E€ A . Plan 
tangent 


Să vedem acum ce interpretare geometrică are funcţia afină 
(u, v) = r(uo, vo) + dr ( (uo, vo); (u — uo, v — vo)), (u,v) € IR?, (5.15) 


unde valoarea în perechea (u — uo, v — vo) a diferenţialei în punctul (uo, vo) 
a funcției r este 


dr ( (uo, vo); (u — uo, v — vo)) = e'( J- (uo, vo) | pa, |: (5.16) 


Vectorul e din relaţia (5.16) aparţine spaţiului liniar JR? x IR? x IR? şi are 
expresia e = (i,j, k). 

Aplicația (5.15) defineşte o nouă pânză parametrică netedă de ecuaţie 
vectorială 


r = r(uo, vo) + dr( (uo, vo); (u — uo, v — vo)), (u,v) € R? (5.17) 


sau de ecuații parametrice 


O O 
x = x(uo, vo) + S (uo, vo)(u — uo) + S (uo, vo) (v — vo) 


E Oy Oy 
y = y(uo,v0) + Jy o vo) (u — uo) + gy (to volv — vo) (5.18) 
z = z(uo, vo) + AE — uo) + na — vo). 


ðu Ov 
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Eliminarea lui u — uo şi v — vo din (5.18) conduce la ecuaţia 
A(x — xo) + B(y — yo) + C (z — 20) = 0, (5.19) 


unde zo = z(u0,v0), yo = yuo, vo), zo = z(u, vo) sunt coordonatele punc- 
tului Mo. Ecuația (5.19) arată că vectorul cu originea în Mo şi extremitatea 
întrun punct curent M al pânzei (5.17) este ortogonal pe vectorul (5.13). 


Toate punctele M din spaţiu cu proprietatea că vectorul MoM este or- 
togonal pe vectorul N = Ai + Bj + Ck formează un plan. 

Prin urmare, pânza parametrică de ecuaţie vectorială (5.17) sau de ecuaţii 
parametrice (5.18) are ca imagine un plan care se numeşte plan tangent în 
punctul Mo la pânza parametrică netedă de ecuaţie vectorială (5.3). Acest 
plan are în comun cu Imr, întro vecinătate a punctului Mo, doar punctul 
Mo. Diferenţa 


r(u,v) — r(uo, vo) — de ((uo, vo); (u — uo, v — vo)), (u,v) € A (5.20) 


caracterizează abaterea dintre coordonatele punctelor de pe imaginea pânzei 
netede de ecuaţie vectorială (5.3) şi coordonatele punctelor corespunzătoa- 
re de pe planul (5.17) în vecinătatea punctului (uo, vo) căruia pe pânză îi 
corespunde punctul Mo. 

Deoarece diferenţiabilitatea lui r în punctul (uo, vo) implică faptul că 
abaterea (5.20) tinde la zero mai repede decât tinde la zero distanţa. euclid- 
iană dintre punctele (u, v) şi (uo, vo) când (u,v) — (uo, vo), rezultă că planul 
(5.17) aprozimează satisfăcător Imr întro vecinătate a punctului Mo. 


Exemplul 5.1.1 Să se arate că aplicaţia r : [0,27) x [0,7] = IR? definită 
prin 
r(u,v) = (acosusinv)i + (asinusinv)j + (acosv)k, a >0, 


reprezintă o pânză parametrică netedă şi să se studieze această pânză. 


Soluţie. Aplicația dată este continuu diferenţiabilă pe A= (0, 27) x (0,7) 


deoarece funcţiile coordonate x, y, z sunt diferenţiabile pe A. 
Ecuațiile parametrice ale pânzei sunt 


£x = acosusinv, 


y asinusinv, u € [0,27),v € [0,7]. 


Z 


acosv, 
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Calculând distanţa euclidiană de la punctul M(x,y,z) al pânzei la orig- 
inea reperului R = {0;i,j, k}, găsim 
d? (M, O) = £? +y? + 22 = a? sin? v(cos? u + sin? u) + a? cos? v = 
= @?(sin? v + cos”) = 2, 


de unde rezultă d(M,O) = a, ceea ce arată că Imr este frontiera bilei cu 
centrul în origine şi raza egală cu a, adică sfera de rază a cu centrul în 


origine. 

Matricea jacobiană J„(u,v) a aplicaţiei date este 
ox ox 
— (u,v) =— (u,v PS 
dul ) dul —asinusinv acosucosv 
Oy Oy , l 

Je(u,v) = | (u,v) (u,v) | =| acosusinv asinucosv 

o) = | Huo) Zuo) 

Əz əz 0 —asinv 


Conform Observaţiei 5.1.3, elementele coloanelor matricei Jp sunt coordo- 


~ or i . or l 
natele vectorilor — (u, v) şi respectiv —(u,v), prin urmare 

ðu Ov 

Or , À ; 5 

gut) = —(asinusinv)i+ (acosusinv)j 
u 

O 

s (uv) = (acosucosv)i+ (et 
v 


+ (asinucosv)j— (asin v)k. 
Produsul vectorial al vectorilor (5.21) este 
i j k 
—(u,v) = | —asinusinv acosusinv 0 > 
acosucosv asinusinv —asinv 
= —asin v r(u, v), 
oricare ar fi perechea (u,v) € (0,27) x (0,7). Deoarece pentru v € (0,7) 


r r 
avem asinv > 0 rezultă că vectorul — (u, v) x gy 9) diferit de vectorul 
v 


ðu 


nul, este coliniar şi de sens contrar vectorului de poziție r(u, v). 
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Tangentele la liniile parametrice care trec prin punctul Mo de vector de 
poziţie OMo= r(uo, vo), unde (uo, vo) € (0,27) x (0,7), determină planul 
tangent la sferă în Mo care are ecuaţia vectorială 


r = r(uo, vo) + dr ( (uo, vo); (t — uo, 5 — wo), (t, s) € BR”. 


Pentru punctele (t,s) = (u,v) situate întro vecinătate a punctului (uo, vo) 
din mulțimea deschisă (0, 27) x (0, 77), membrul doi din ultima ecuaţie aprox- 
imează satisfăcător punctele corespunzătoare de pe sferă. 


a a V2 


Spre R dacă luăm uo = vo = atunci Mo(3, z da) matricea 
jacobiană Jeg a este 
a a 
2 2 
T T a a 
(7 a = 2 2 , 

avy 2 

(je e 
2 


iar ecuaţiile parametrice ale planului tangent la sferă în punctul Mo sunt 


= da 
aie o ai 
_ a2-7) a, a 
E SI a ima 
2 4 2 
z = Aa ia Eo (t, s) e R. 


Eliminând t şi s din aceste ecuații obţinem ecuaţia explicită a planului tan- 
gent 
r+y+zvV2—2a=0. 


Un vector normal acestui plan este N = i +j + v2k. E 
Este posibil ca funcţiile x, y, z din (5.4) să fie astfel încât 
(i) =. ylu,v) =v, z(u,v)= f(u, v), 
unde f E€ F(A) este o funcţie continuă pe mulţimea A situată în planul Ory, 


le) 
cu derivate parţiale continue pe mulţimea A, aceasta însemnând că u = zx, 
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v = y, iar z este o funcţie continuu diferențiabilă de x şi y. În această situaţie, 
în locul ecuaţiilor (5.4) putem considera doar ecuaţia 


z = f(x,y), (x,y) €A. (5.22) 


Funcţia reală f, continuă pe mulţimea A C Oxy şi diferenţiabilă pe mul- 


timea A, defineşte explicit pânza netedă Imr, iar (5.22) se numeşte ecuația 
explicită a pânzei netede. Ecuația vectorială a pânzei, corespunzătoare aces- 
tui caz particular, este 


r=zi+yj+ f(z, ,y)k, (x,y) €A. (5.23) 


Vectorul tangent în Mo(xo, yo, f (£0, Yo)) la drumul parametrizat 


r=xi+yoj+ f(z, yok, zel, Ix {yọ} CA (5.24) 
este , əf 
r f , 
Jz 20 Y0) =p Jz Zo Yo) k=i+pk, (5.25) 


iar vectorul tangent în Mo la drumul parametrizat 


r = toi +yj+ f(zo,y)k, y€ J, {z0} xJ CĂ (5.26) 
este j à 
r k : 
py Eh yo) =j + o, (Eo yo) k=j+qk. (5.27) 


Drumurile parametrizate (5.24) şi (5.26) sunt obținute prin intersecția pânzei 
netede (5.22) cu planele y = yo şi £ = £o care sunt paralele respectiv cu 
planele Ozz şi Oyz. Coeficienţii A, B şi C sunt: 


O O 
A = -E (row) =-p; B= -ZL (eny) SST Ol (5.28) 


astfel că ecuaţia planului tangent în Mo(£o, yo; zo) la pânza netedă (5.22) este 


(= 0) laom) w- geo) + (e = 20) =0. (6.29) 
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5.1.4 O altă definiţie a planului tangent 


Să considerăm acum pânza netedă de ecuaţie vectorială (5.3) şi un drum pa- 
rametrizat neted f € F(I, IR?), unde I este interval din IR, cu proprietatea 
că există to € I astfel încât 


f(to) = r(uo, vo), si Imf C Imr. (5.30) 

Aceste proprietăţi arată că imaginea drumului parametrizat considerat este 

situat pe pânza parametrică netedă (5.3) şi că această imagine trece prin 

punctul My de pe pânză al cărui vector de poziţie este OMo= r(uo, vo). 
Proprietăţile de mai sus au loc dacă există un drum neted 

p = (pi, Y2): I — A astfel încât f=rog. (5.31) 

Tangenta în Mo la drumul parametrizat neted r = f (t) are ecuația vectorială 


r = f(to) + F'(to)s, s€ R. (5.32) 


Pe de altă parte, după regula lanțului de derivare a unei funcții compuse, 
avem 


i Or i Or i 
f (to) = gu (ov vo) pu (to) + Zr Xo vo) p2(to). (5.33) 


Din (5.33) şi valoarea în h = p'(to) a diferenţialei funcţiei r în punctul (uo, vo) 
rezultă 


f'(to) = dr( (uo, vo); e'(t)), 


iar din liniaritatea diferențialei de ordinul întâi, avem 
f'(to) s = dr((uo, vo); s ẹ'(to)). (5.34) 


Folosind în (5.32) relaţiile (5.34) şi (5.30) şi luând în calcul formula (5.17) 
deducem că tangenta (5.32) este inclusă în planul tangent (5.17) în punctul 
Mo la pânza netedă (5.3). Acest rezultat conduce la o altă definiţie a planului 
tangent într-un punct al unei pânze parametrice netede. 


Definiţia 5.1.3 Se numeşte plan tangent în punctul Mo al unei pânze 
netede, locul geometric al tangentelor la respectiv toate drumurile netede care 
trec prin Mo ale căror imagini se află pe imaginea pânzei. 
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5.1.5 Definiţia suprafeţei 


Definiţia 5.1.4 Pânzele netede r € F(A, IR?) şii € F(A, IR’), unde A, A C 
IR?, se numesc echivalente dacă există un homeomorfism diferențiabil p : 


A — Å, cu jacobianul pozitiv în orice punct (u,v) € A, astfel încât r = top. 


Definiţia 5.1.5 Se numeşte suprafaţă netedă o clasă de echivalență în 
mulţimea pânzelor parametrice netede. 


O suprafaţă netedă poate fi reprezentată prin oricare pânză parametrică 
netedă care aparţine clasei de echivalență respective. În concluzie, întro ve- 
cinătate a unui punct Mo(£o, yo; 20), o suprafaţă netedă care conţine acest 
punct poate fi reprezentată fie vectorial prin ecuaţia vectorială (5.3), fie para- 
metric prin ecuaţiile parametrice (5.4), fie prin ecuaţia carteziană explicită 
(5.22). Reprezentarea (5.22) se obţine din oricare reprezentare parametrică 
în baza teoremei de existenţă şi unicitate a sistemelor de funcţii reale de mai 
multe variabile reale definite implicit. 


Observaţia 5.1.4 Analizând (5.31) constatăm că orice funcție diferenţi- 
abilă, depinzând de parametrii u şi v ai unei suprafeţe netede (S), aso- 
ciată ecuaţiei sale vectoriale (5.3), defineşte o curbă situată (trasată) 
pe suprafaţă. Curbele particulare u = const. şi respectiv v = const. se 
numesc curbe coordonate sau linii parametrice ale suprafeţei netede 
(S). O curbă trasată pe o suprafaţă poate avea ecuaţia explicită v = f(u) 
sau ecuaţia implicită F(u, v) = 0. 

De exemplu, drumurile (5.24), (5.26) care reprezintă clase de echivalență 
în mulţimea drumurilor echivalente numite curbe, sunt linii parametrice ale 
suprafeței (S) reprezentată cartezian explicit prin (5.22). 


5.1.6 Ecuația carteziană implicită a unei suprafețe 


Fie aplicaţia reală diferenţiabilă F € F(A), A C IR, cu proprietea că gradi- 
entul 


F F F 
(VP = enait E enait Elenak, (538) 
este vector nenul pe mulțimea deschisă A, adică, 


(gate) + (ta) + (gta) >o, (y) EÅ. 636) 
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Definiţia 5.1.6 Mulțimea (S) a punctelor M € Ez ale căror coordonate 
(x,y,z) verifică ecuaţia 


(S): F(z,y,z)=0, (5.37) 


unde funcția diferențiabilă F € F(A) satisface (5.36), se numeşte vari- 
etate bidimensională scufundată în IR? sau suprafaţă dată implicit. 
Ecuația (5.37) este prin definiție ecuaţia carteziană implicită a suprafeţei 


(S). 


5.1.7 Vector normal unei suprafaţe întrun punct regu- 
lat 


Fie 1 un interval din IR şi aplicaţia vectorială de o variabilă reală diferenția- 
bilă 4 = (Y1, Y2, 03) E FU, A) cu proprietatea 


F())=0, tel, 


fapt ce exprimă că imaginea drumului parametrizat neted de ecuaţie vecto- 
rială 
=) teI 
se află pe varietatea bidimensională (5.37). 
Datorită faptului că atât F cât şi y sunt funcţii diferenţiabile, rezultă 
că funcţia compusă F o ẹ este diferenţiabilă, deci derivabilă pe I şi ca atare 
vom avea, 


(el) AO + EEO) pub + Getei) ut) = 0, Er (6.28) 


Identitatea (5.38) arată că vectorul (VF)(p(t)) este ortogonal vectorului 
tangent p'(t) la drumul parametrizat p în punctul M €E E3 corespunzător 
valorii t a parametrului. Pe de altă parte, toate tangentele în punctul M 
corespunzător valorii t a parametrului la respectiv toate drumurile parame- 
trizate ce trec prin M şi sunt situate pe varietatea diferenţiabilă (S) formează 
planul tangent în M la suprafaţă. Toate aceste rezultate conduc la următoa- 
rea definiţie. 


Definiţia 5.1.7 Fie suprafața netedă (S) de ecuaţie carteziană implicită 
(5.37) şi M(x,y,z) e (S). Vectorul 


N = (VF) (x,y,z), (5.39) 


se numeşte vectorul normal la suprafață în punctul M. 
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Proprietatea de a fi ortogonal pe vectorul tangent la orice drum neted 
situat pe varietatea diferenţiabilă (S) care conţine punctul M(x,y,z) e So 
are şi vectorul 
deci şi acesta. poate fi numit vector normal în punctul M la suprafaţa netedă 


(S). 


Observaţia 5.1.5 Dacă suprafaţa netedă (S) este reprezentată prin ecuația 
vectorială (5.3), atunci vectorul normal N în punctul 


M(x(u, v), y(u, v), z(u,v)) e (S) 


este, fie vectorul 


r r 
N= T uo) x T uo), (5.41) 
fie opusul acestuia. Când suprafața netedă (S) este reprezentată cartezi- 
an explicit prin ecuația (5.22), din (5.29) deducem că vectorul normal în 
M(zx,y,f(x,y)) este, fie 
N = —pi—qj+ k, (5.42) 
fie opusul acestuia, p şi q fiind notațiile lui Monge pentru derivatele parţiale 
de ordinul întâi ale funcției f în punctul (x,y) 


O O O O 
p= gta) = uo a= la = git) 


Putem defini versorul normal întrun punct al unei suprafeţe netede ca 
fiind, după caz, versorul unuia din vectorii care apar în relaţiile (5.39) — (5.42). 
Versorul normal poate fi, după caz: 

(VF)(z,y,2) 


n JOP 2] 


+(Fi(x,y,z)i + F(x,y, z)j + Fi(x,y,z)k) (5.43) 


(Filey, 2) + (Pute) + (ereu) 


dute” (5.44) 
4 Aluv)i+ Blu )j+ Clu vk 
VA42(u,0) + B?(u, v) + Cuv) 
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=p : -q ; 1 
n= + i - l k). 
Ge ET VETE T VIi+pP +g ) 
Observăm că pentru fiecare caz de reprezentare a unei suprafețe netede 
se pot defini doi versori normali care sunt coliniari şi de sens contrar. 


(5.45) 


Definiţia 5.1.8 Coordonatele versorului normal la o suprafeță netedă întrun 
punct al ei se numesc cosini directori. 


Definiţia 5.1.9 Se numeşte normala în punctul M al unei suprafeţe netede 
(S), dreapta (N) determinată de punctul M şi de unul din versorii normali 
ai suprafeţei în acel punct. 


Corespunzător celor doi versori normali întrun punct al unei suprafe- 
te vom avea două orientări ale normalei pe care le vom numi orientarea 
pozitivă a normalei, când vectorul ei director este n, şi orientarea negativă 
a normalei când se alege drept direcţie a normalei vectorul —n. În loc de 
orientare pozitivă şi respectiv orientare negativă a normalei se pot folosi şi 
termenii sens pozitiv şi respectiv sens negativ al normalei. 


Definiţia 5.1.10 Fie funcția reală diferenţiabilă F € F(A) care satisface 
(5.36) şi punctul arbitrar Mo(z0, Yo, 20) E A. Varietatea bidimensională de 
ecuație carteziană explicită 


F(x,y, z) = F (x0, Yo, 20) (5.46) 


se numeşte varietate de nivel sau suprafaţă de nivel a funcţiei F co- 
respunzătoare nivelului F (xo, yo, 20). 


Observaţia 5.1.6 Vectorul normal în punctul M(x,y,z) la suprafaţa de 
nivel (5.46) care trece prin punctul Mo(£o, yo, zo) este (5.35). 


Observaţia 5.1.7 Pentru fiecare punct Mı (x1, ya, 21) aparținând vartietăţii 
de nivel (5.46) planul de ecuaţie 


OF OF OF 
(z — zı) gz DYD 21) EUS n) gy ELY 21) (za Za) zei 21) = 0, 
este planul tangent în punctul Mı la varietatea de nivel (5.46). 


Definiţia 5.1.11 Dacă o suprafaţă S nu este netedă, însă poate fi scrisă ca 
reuniunea unui număr finit de suprafeţe netede, spunem că S este suprafaţă 
netedă pe porţiuni. 


Capitolul 5 — Integrale de suprafaţă 261 


5.1.8 Element de arie al unei suprafeţe netede 


Să considerăm o suprafaţă netedă (S) reprezentată de pânza parametrică 
(5.3). Prin punctul M de vector de poziţie r(u,v) de pe Imr trece o curbă 
parametrică r = r(u,v), v = const., al cărei vector tangent în M este 


Or A 
—(u,v) şi o curbă parametrică r = r(u,v), u = const., al cărei vector 


ðu 


or 
tangent în M este — 


Ov 


Or r ' A Or 
cu vectorul — (u,v) este — (u, v) du, iar un vector coliniar cu — (u, v), de 


ðu ðu Ov 


Or 
mărime infinitezimală, are forma —(u,v) du. Aceşti doi vectori determină 


(u,v). Un vector de mărime infinitezimală, coliniar 


un paralelogram infinitezimal inclus în planul tangent în M la suprafaţa (S). 
Fie do aria acestui paralelogram. 

Ne propunem să calculăm expresia lui do când suprafaţa (S) este repre- 
zentată fie prin ecuaţia vectorială (5.3), fie prin ecuaţiile parametrice (5.4) 
sau prin ecuaţia carteziană explicită (5.22). 

Pentru aceasta. ne folosim de interpretarea geometrică a mărimii produsu- 
lui vectorial a doi vectori necoliniari a € IR? şi b € IR? care, se ştie, este aria 
paralelogramului din E£; ce are două din laturi reprezentanţii celor doi vectori 
întrun punct oarecare al spaţiului, adică 


la x b|| = [jall - [b|| - sinr, 


unde 7 € [0,7] este unghiul dintre cei doi vectori. Aplicând această formulă 
de calcul pentru do găsim 


(do = Ea of Eta] sim? rana” = 
ð ð 
leoleo- 
-2o [Eev] cos) ) (dudu)?, 


în care am folosit identitatea sin? r+cos? r = 1. Dacă ţinem cont că produsul 
scalar a doi vectori din JIR? este egal cu produsul dintre mărimile vectorilor şi 
cosinusul unghiului dintre ei, iar pătratul normei (lungimii) unui vector este 
produsul scalar al acelui vector cu el însuşi, egalitatea de mai sus se poate 
scrie sub forma 


do = VE(u,v) G(u,v) — F?(u,v) dud, (5.47) 
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în care s-au făcut notaţiile 


E(u, v) = [Zeo _ T uo) T uo) = 
z 2 2 z 2 (5.48) 
= (Zuo) + (10) + (Euv) 
or or or or 
F(u, v) = ECAI] LS (u,v)| cos T = Ju t) . gg V) 
ox Ox Oy y Oz (69) 
z ð (u, zl , )+ Bu V) 9 (u,v) 1 9 (u,v) g V) 
G(u, v) = j (u o)l} = ÊT uno) . -z (u,v) 
(5.50) 


= (Eun) + (Oa) + (F 


Observaţia 5.1.8 Pentru suprafața netedă de ecuație vectorială r = r(u, v), 
mărimea E(u, v) este suma pătratelor elementelor primei coloane a matricei 
Jacobiene J (u,v), F(u, v) este suma produselor elementelor corespunzătoare 
celor două coloane din J,(u,v), iar G(u,v) este suma pătratelor elementelor 
coloanei a doua a matricei Je(u,v). 


Observaţia 5.1.9 Dacă suprafața (S) este reprezentată printr-o pânză ne- 
tedă dată cartezian explicit prin (5.22) şi ţinem cont de (5.23), deducem că 
matricea jacobiană J (x,y) are elementele 


Din Observațiile 5.1.8 şi 5.1.9 rezultă: 
E(x,y)=1+p; F(z,y)=p:q; G(z,y)=1+. (5.51) 


Prin urmare, aria infinitezimală do a unei suprafaţe netede reprezentată 
cartezian explicit de ecuaţia (5.22) este 


do = \/1 + p? + q? dz dy. (5.52) 
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Definiţia 5.1.12 Mărimea do din expresia (5.47), respectiv (5.52), se nu- 
meşte element de arie al suprafeţe (S) calculat în punctul M al ei reprezen- 
tată parametric prin ecuaţiile (5.4), respectiv cartezian explicit prin ecuaţia 
(5.22). 


Definiţia 5.1.13 Funcțiile reale E, F, G, calculate după legea (5.48) când 
(S) este reprezentată parametric, sau după legea (5.51) dacă (S) este dată 
prin ecuația cartezian explicită, se numesc coeficienţii lui Gauss sau 
coeficienții primei forme fundamentale a suprafeței netede (S). 


Pentru a vedea semnificația primei forme fundamentale a unei suprafețe 
netede, considerăm un drum oarecare (curbă) (y) pe suprafaţă care trece prin 


punctul M(x,y,z) cu coordonatele date de (5.4), unde (u, v) € A . Elementul 
de arc ds al acestei curbe în punctul M este 


ds = ||dr(u, v) || = ydr(u,v) -dr(u,v). 
Având în vedere expresia analitică a diferenţialei 


= DE ii + Ce e cu. 
ðu 


dr(u, v) T 


calculând pătratul scalar al acesteia şi ţinând cont de notaţiile (5.48) — (5.50), 
constatăm că 


ds? = E(u, v)du? + 2F(u, v)dudu + G(u, v)du?. (5.53) 


Definiția 5.1.14 Relația (5.53) se numeşte prima formă fundamentală 
a unei suprafețe. 


Observaţia 5.1.10 Pătratul elementului de arc, ds?, este formă pătratică 
în variabilele du şi dv, iar determinantul matricei coeficienţilor este 


(5.54) 


Observaţia 5.1.11 Relaţia (5.54) şi condiția de regularitate (5.5) arată că 
ds? este formă pătratică pozitiv definită. 
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Definiţia 5.1.15 Fie o suprafaţă netedă (S), Mo E€ S, (m), (72) două curbe 
situate pe suprafaţă şi T1, Ta versorii tangentelor în punctul comun Mo la 
respectiv curbele (J1) şi (92). Se numeşte unghiul dintre curbele (yı) şi 
(92), unghiul p € [0, r] dintre T1 şi T3. 


Cosinusul unghiului p este dat de relaţia 


dr(uo, vo) : Sr(uo, vo) 
|dr(uo, vo)|| llăr(uo, vol 


unde diferenţialele vectorului de poziţie a punctului Mo în lungul fiecăreia 
dintre cele două curbe sunt 


cos p = (5.55) 


dr(uo,vo) = gu o vo)du T Jy Xo Vo)dv, za 
Or Or (0.50) 
ôr(uo, vo) = 3—(uo,vo)6u + = (uo, vo)ĝv 
ðu Ov 


Înlocuind (5.56) în (5.55) şi folosindu-ne de expresiile coeficienţilor lui Gauss 
în punctul Mi(uo, vo), deducem 

Edudu + F(duâv + dvdu) + Gdvôv 
VEdu2 + 2Fdudu + Gdu2 VESu2 + 2F5udv + G6v2 


cos p = (5.57) 


Presupunem că cele două curbe în discuţie mai sus sunt liniile parametrice 
care trec prin Mo. Atunci, pe prima linie avem dv = 0, iar pe cea de a doua 
dv = 0, încât din (5.57) deducem că unghiul dintre liniile parametrice este 
astfel încât 

F(uo, vo) 
VE(uo, vo) G (uo, vo) 


Două curbe trasate pe suprafața (S) de ecuație vectorială (5.3), care trec 
prin punctul Mo € (S), sunt ortogonale dacă 


cos p = (5.58) 


E(uo, vojduðu + F (ug, vo) (duvo + dvôĝuo) + G (uo, vo)duâwo = 0. (5.59) 
Observaţia 5.1.12 Să considerăm pânza parametrică din Exemplul 5.1.1. 


Constatăm că 


ceea ce înseamnă că cel de al doilea coeficient al lui Gauss este nul în orice 
punct (u,v) € (0,27) x (0,7). Folosind (5.58) şi (5.59) deducem că liniile 
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parametrice ale sferei sunt ortogonale. Aceste linii parametrice sunt, pe de o 
parte, cercul paralel obţinut când v = const. şi, pe de altă parte, meridianul 
care se obține luând u = const.. 


Exerciţiul 5.1.1 Fie suprafaţa (S) din IR? de ecuaţie vectorială 
r = r(u,v) = (ucosv + sinv)i + (usin v — cosv)j + (u —v)k, (u,v) € R?. 


Sà se arate că în toate punctele suprafeţei există un plan tangent unic şi să se 
scrie ecuaţia vectorială, ecuaţiile parametrice şi ecuația carteziană implicită 
ale planului tangent la suprafaţă în punctul Mo € (S) corespunzătoare valo- 


. T ; / s i . 3 y 
rilor u = —, v = 0 ale parametrilor u şi v. Să se determine coeficienții lui 


Gauss şi prima formă fundamentală întrun punct curent M al suprafeţei. 


Soluţie. Funcţia r € F(R?, R?) care defineşte suprafata (S) este diferenția- 
bilă, prin urmare (S) este o suprafaţă netedă în IR’. Apoi, matricea jacobiană 
a aplicației r este 
cosy —usinv + cosv 
J(u, v) = | sinv ucosv+sinv 
1 —1 
Dacă se calculează funcțiile A, B, C, se găseşte: 


A = —ucosv — 2sinv; B = —usinv — 2cosv; C =u. 


Observăm că A? + B? + O? = 2u? +4 > 0, (V), (u,v) € IR?, deci în orice 
punct al suprafeței există un plan tangent unic determinat. 
Ecuația vectorială a planului tangent în Mo este 


T 
t— A 
T i T 
r = (20) + (i, j, k)(34(3,0) 3]). 
3 3 F 
Dacă se efectuează înlocuirile cerute se găseşte 
poc 
— -+s 
3 
r=7i-j+Zk+(j k)| $s 
T 
ratie Aia 


266 Ion Crăciun 


Egalând coordonatele corespunzătoare ale vectorilor din cei doi membri ai 
ecuaţiei vectoriale a planului tangent în punctul Mo găsim că ecuaţiile para- 
metrice ale acestuia sunt 


x = t+s 
T 

= == Í 
d 3 


z = t-s, (t,s) €R. 


Ecuația carteziană implicită a planului tangent în Mo se obţine eliminând 
parametrii t şi s din ecuaţiile parametrice de mai sus. Se găseşte că această 
ecuație este 

mr —6y—rz-—6=0. 


Folosind Observaţia 5.1.8 constatăm că coeficienţii lui Gauss sunt: 
E(u,v) = 2; F(u,v)=0; G(uw)=2+u, (u,v) € R?, 
iar forma întâia fundamentală a suprafeţei este 


ds? = 2 du? + (2 + u?) dv?. 


Exercitiul 5.1.2 Să se arate că planul tangent întrun punct curent al su- 
prafeţei 
a zZ y 
(S) Z= f(x,y) E zp(2), T Z 0, 
z 


unde p este o funcție reală derivabilă pe un interval real, trece prin originea 

reperului din Ez. 

Soluţie. Dacă notăm coordonatele punctului curent al planului tangent 

cu X, Y, Z, atunci ecuaţia planului tangent în punctul M(z,ycp(%)) al 
z 

suprafeței date este 


(X = 0) Eley) + (Y = 0) Eley) = (Z= Hen) =. 


Trebuiesc calculate derivatele parțiale ale funcției f care defineşte suprafața. 


Avem: 
ay) = p(5)-“p(5); ay) sol) 


£ £ £ £ £ 
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Înlocuind aceste valori ale derivatelor parțiale în ecuația planului tangent 


OT MB-ra 


Oricare din aceste plane trece prin originea reperului deoarece coordonatele 
acesteia (0,0,0) verifică ecuaţia planului indiferent de punctul M(x,y,z) al 
suprafeței. E 


Definiţia 5.1.16 O porțiune (S) de suprafaţă netedă se numeşte suprafa- 
tă orientabilă, dacă în fiecare punct al ei normala este bine determinată 
şi, pornind dintr-un punct al suprafeţei pe o curbă închisă cu o anumită 
orientare a normalei, ajungem în acel punct cu aceeaşi orientare a normalei. 
Faţa care corespunde sensului pozitiv al normalei se numeşte faţa pozitivă 
a suprafeţei. O suprafaţă orientabilă se numeşte şi suprafaţă cu două feţe 
sau suprafaţă bilateră. 


Cea mai simplă suprafaţă cu două feţe este planul. Cuadricele (elipsoidul, 
hiperboloizii, paraboloizii, cilindri pătratici, conurile pătratice, perechile de 
plane) sunt suprafeţe orientabile. Când suprafaţa, este închisă, deci când este 
frontiera unui domeniu spaţial mărginit, ea este orientabilă cele două feţe ale 
sale numindu-se faţa exterioară şi fața interioară. Dacă suprafaţa (S) are 
reprezentarea carteziană explicită (5.22), prin definiţie faţa pozitivă a sa este 
aceea. pentru care normala orientată întrun punct al ei face unghi ascuţit cu 
versorul k. În acest caz feţei pozitive i se spune şi faţă superioară. 

Există suprafeţe cu o singură faţă care se mai numesc suprafeţe ne- 
orientabile sau suprafeţe unilatere; banda lui Möbius este un exemplu de 
suprafaţă cu o singură faţă. 


5.2 Aria unei suprafeţe netede 


Din geometria elementară se cunosc ariile domeniilor plane cu frontiere poli- 
goane, a cercului şi ariile unor figuri geometrice de rotaţie (con, cilindru, sferă, 
zonă sferică, calotă sferică). Cu ajutorul calculului integral am extins această 
noţiune şi am arătat cum se calculează aria oricărui domeniu determinat de 
curbe plane închise, care au arie. Pentru definirea ariei unei porţiuni de 
suprafaţă oarecare, pornind pe calea urmată la calculul lungimii unui arc 
regulat de curbă prin considerarea liniilor poligonale înscrise în curbă, ar 
trebui să considerăm suprafeţe poliedrale înscrise în porţiunea de suprafaţă 
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dată. După cum a arătat Schwarz printr-un exemplu (cizma lui Schwarz), 
această cale nu duce întotdeauna la rezultat. De aceea, pentru introducerea 
noţiunii de arie a unei porţiuni de suprafaţă netedă procedăm după cum 
urmează. 

Să considerăm o suprafaţă netedă pozitiv orientată (S) dată cartezian 
explicit de ecuaţia (5.22) şi să notăm cu (T) curba care mărgineşte (S). Fie 
D interiorul domeniului de definiţie al funcţiei f din (5.22) şi y frontiera 
acestuia. Mulţimile D şi y sunt proiecţiile ortogonale ale lui (S) şi respectiv 
T pe planul Ozy. 

Să împărţim suprafaţa (S) în patrulatere curbilinii ($;;) cu ajutorul unor 
curbe coordonate de forma x = x; = const., î = 1,m, şi y = yj = const., 
j = 1,n. Aceste curbe sunt intersecțiile suprafeţei cu plane paralele la planele 
de coordonate Oyz şi Oyz. Evident, 


(Si) = {(£,y,2) E (S): ti <£ Spini Yi LY uim, Z = f(x, y)} 
Proiecţia D;; a porțiunii ($;;) din suprafaţa (S) pe planul Oxy este 
Di; = {(£,y) E D: ti < £< Tipi, Yj S Y L Yj, 


unde 1 <i<m-1,1<j<n-1}. 

Fie M;;(6;, nj, f(&,n;)) un punct arbitrar aparţinând patrulaterului curbi- 
liniu (S;;) si M;;(& n) E Dij proiectia acestui punct pe planul Oxy. Notăm 
cu 1;; porţiunea din planul tangent la suprafaţă în punctul M;j care se 
proiectează în planul Ory pe dreptunghiul, eventual curbiliniu, D;;. Din 
geometria elementară se cunoaşte relaţia: 


aria D;; = aria Ti; COS Yiz, (5.60) 


unde $;; € [0, 7/2) este unghiul dintre normala la faţa pozitivă a suprafeţei 
(S) în punctul M;; şi versorul k al axei Oz. Am arătat în paragraful precedent 
că 

1 
VL + PE n) +g? n) 


unde, conform notaţiilor lui Monge, 


o o 
p(&, nj) T Sem) q(&;, nj) = lenn) 


COS Yij = (5.61) 
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O valoare aproximativă a ariei porțiunii netede (S) de suprafaţă este 


(= 5 y aria T;;. (5.62) 


— aria Dij. (5.63) 


Având în vedere (5.61) rezultă că expresia lui Qmn din (5.63) se poate 
scrie în forma 


n 


SS V1 + p2(& n) + q2(&, n) aria Dij. (5.64) 
i=1 


j=1 


Oan 


Observaţia 5.2.1 Membrul doi al relației (5.64) este o sumă integrală Rie- 


mann a funcţiiei F(x,y) = y1 + p2(x,y) +q? (x,y) corespunzătoare modului 
de divizare 


Amn = {D11, Di2, , Dij, tt, Dmn} (5.65) 


şi alegerii punctelor intermediare (€i, nj) € Diz. 


Definiţia 5.2.1 Se numeşte aria suprafeței netede (S) numărul real 


aria S = lim QÊmn- (5.66) 
Vmn 
Teorema 5.2.1 Dacă suprafaţa (S) este netedă şi este reprezentată carte- 
zian explicit prin ecuaţia (5.22), atunci ea are arie şi aria sa este dată de 
formula 


aria S =I y1 + p?(x, y) +q? (x,y) drdy. (5.67) 


Demonstrație. Deoarece am considerat că suprafața (S) este netedă, re- 
zultă că funcția f din (5.22) este continuu diferenţiabilă pe D ceea ce atrage 
că funcția 


Piz) = y1 + p(z, y) +? (z, y) 
este continuă pe D şi, drept urmare, limita din membrul al doilea al relaţiei 
(5.66) este integrala dublă pe D din funcţia F(x,y), astfel că vom putea scrie 
(5.67) şi teorema este demonstrată. m 
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Observaţia 5.2.2 Formula de calcul (5.67) a ariei suprafeţei netede (S) 
poate fi scrisă şi în forma 


arias = [| 2 (5.68) 
D 


cos y` 


Exemplul 5.2.1 Să se determine aria suprafeței tăiată din paraboloidul 
hiperbolic z = zy de cilindrul circular z? + y? = R?. 


Soluţie. Funcţia f care defineşte cartezian explicit porțiunea de suprafa- 
tă decupată de cilindru în paraboloidul hiperbolic dat este f(x,y) = zy, 
domeniul ei de definiție D fiind discul închis de rază R cu centrul în origine, 
situat în planul Oxy. Aşadar, 


Fi DER, Joam Xe) ED, 
unde domeniul D este definit de 
D = {(x,y) €E R? : cyp < REL. 


Constatăm că porţiunea (S) din paraboloidul hiperbolic aflat în interiorul 
cilindrului z? + y? — R? = 0 este o suprafaţă netedă, prin urmare aria sa va 
fi calculată cu ajutorul formulei (5.67). Avem p = y, q = y astfel că aria lui 


(S) este 
aria S =] y1 +x? +y? drd. (5.69) 
D 


Pentru calculul acestei integrale duble, trecem la coordonate polare 


| xz = p cos, 


5.70 
y = p sinô. l ) 


Perechea (x,y) aparţine domeniului de integrare D dacă şi numai dacă 
perechea (p,0) din (5.70) aparţine intervalului bidimensional [0, R] x [0, 27). 
Atunci, (5.70) stabileşte o transformare punctuală regulată între intervalul 
bidimensional Q = [0, R] x [0,27) şi discul D. Ştiind că jacobianul trans- 
formării punctuale regulate (5.70) este egal cu p, prin aplicarea formulei 
schimbării de variabile în integrala dublă (5.69), găsim 


aria S =] pyL+ p? dpdð. 
Ò 
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Integrala dublă pe un interval bidimensional se calculează simplu, astfel că 


27 R R 
aria 5 = | d f p+ dp=a f (1 + p2)"/2(1 + p2)'dp = 


__ 27 


g + R?) 1) 


? 


2 
deoarece o primitivă a funcţiei (1 + p2)'/2(1 + p?})' este 3 (lee. m 


Teorema 5.2.2 Dacă (S) este o suprafața netedă reprezentată prin ecuația 
vectorială (5.3), sau prin ecuațiile parametrice (5.4), atunci (S) are arie şi 


aria S = VE(u,v) G(u,v) — F?(u,v) dudv, (5.71) 
A 


unde E, F şi G sunt coeficienţii lui Gauss (5.48) — (5.50). 


Demonstraţie. Presupunem că normala la suprafaţa (S) este dată de 
(5.43), unde în membrul doi s-a luat semnul plus. Atunci, 


C(u,v) 
y4lu, v) + B2(u,v) + C? (u, v) 


cos y = (5.72) 


Să considerăm sistemul format de primele două ecuații ale sistemului 
(5.4), adică 
z = altu), 
(u,v) E€ A. (5.73) 


| 
e 
= 
= 

e 
— 


y 


Presupunând că parametrizarea suprafeţei netede (S) este astfel încât 


C(u,v) = ea (4,0) 20, NEA, (5.74) 


deducem că (5.73) este o transformare punctuală regulată între mulţimea A 
şi o mulţime D C IR? care este mulţimea, perechilor (x,y) € R?, unde z şi 
y sunt daţi de (5.73). Atunci, (5.73) poate constitui o schimbare de variabile 
în integrala dublă. 
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În formula de calcul (5.68) a ariei suprafeţei efectuăm schimbarea de 
variabile (5.73). Folosind formula schimbării de variabile în integrala dublă 
găsim 


aria S Aoa Pa y (u, v)| dudv. (5.75) 


Din (5.74) şi (5.72) în (5.75) rezultă că formula de calcul a ariei unei suprafeţe 
netede date parametric este 


aria S a y42( (u,v) + B2(u,v) + C? (u, v)dudv = 


(5.76) 
-f lz: (u,v ) x E(u, v)||dudv. 
Pe de altă parte, 
y4 (u,v) + B?(u, v) + C? (u, v) = JEL (u,v) — F? (u,v). (5.77) 
Concluzia (5.71) a teoremei rezultă acum din o iri) E 


Exemplul 5.2.2 Să se determine aria suprafeței de rotație 
(S): xz=ucosv, y=usinv, z= f(u), (5.78) 
unde (u,v) € D = |ua, u2] x [0, 27) şi f este o funcție derivabilă. 


Soluţie. Suprafaţa de rotaţie (S) este o suprafaţă netedă. Pentru a aplica 
formula (5.71), calculăm coeficienţii lui Gauss. Pentru aceasta, efectuăm 
derivatele funcțiilor din (5.78). Avem: 


xi (u,v) = cosv; xl (u,v) = —usinv 
y(u, v) = sinv; y(u,v) = u cosv (5.79) 
z(u,v) = f(u); z(u,v) = 0. 


Coeficienţii E(u, v), F(u, v) si G(u, v) se calculează cu ajutorul derivatelor 
parțiale din (5.79). Se găseşte 


E(u,v) = (zu(u,9)) + (yulu, v)) + (z(u, 0))? = 
= 1+ (f'(u)’, 

F(u,v) = x! (u,v) (u,v) + y lu, v) y(u, v)+ (5.80) 
+ z(u, v)z/(u,v)=0, 

G(u,v) = (x(u, v))? + (y(u, v))? + (zu, v))}? = w. 
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Formula, de calcul (5.71), în care folosim (5.80), conduce la 
aria S =] u?(1 + f2(u)) dud = 27 | lu] /1+ f2(u) du. (5.81) 
D ii 


Presupunem că [u1, u2] C (0, +00) şi că funcţia f are derivata pozitivă. 
Folosind ca variabilă cota z, vom avea 
(2), ze za, Pe) 7 
u = Piz), Z Zi, 2], P EN 
flu) 


astfel că formula de calcul (5.81) a ariei suprafeţei de rotaţie (5.78) devine 


aria S = 27 a glz) 1+ (p'(2))2 dz 


ZI 


şi este aceeaşi cu cea dedusă la aplicaţiile integralei definite. = 


Teorema 5.2.3 Aria unei suprafeţe netede (S) nu depinde de reprezentarea 
sa parametrică. 


Demonstraţie. Fie suprafaţa (S) dată parametric de (5.4) şi transformarea 
punctuală regulată bijectivă 


(wwe D' (5.82) 


de la mulţimea D la mulţimea A, unde frontiera lui D este o curbă netedă 
pe porţiuni, funcţiile À şi u sunt continue şi cu derivate parţiale continue, iar 
jacobianul 

D(A, u) f: 1 / 
—~— (u,v 0, pe D. 
D(u', vw) ( ) = P 


Obţinem în acest fel o nouă reprezentare parametrică a lui (S) şi anume 


(Au, v) nu), (wwe. (5.83) 


274 Ion Crăciun 


Dacă notăm: 


A! = 1 1 B! z3 1 1 7 2: 1 1 
Du); E E Dun E O o De 
atunci au loc următoarele egalităţi 
D(A, u) D(A, u) D(A, u) 
A = A=; B' = B: O [= O 5.84 
D(w,w)! D(w,w) D(w,w) (5:84) 
gi deci 
y4?(u,v) + B?(u, v) + C? (u,v) = 
VAD, v) + B2(w,v') + CPU, v") 
g a u) l 
a Da 
Folosind formula schimbării de cit bă în integrala dublă, obţinem 
aria S al y4?(u, v) + B2(u,v) + C? (u, v) dudv = 
A 
JA (u,v) + B2(w, v’) + C2(u, vw) E RI , 
J paai a H) (a v’) Dia vw) (u,v) E (5.85) 
Duw, v) 
= Pa + B(w, v) + C'2(u', v’) du' du 
D' 
gi teorema este demonstrată. m 


5.3 Integrala de suprafaţă de primul tip 


Fie (S) o suprafaţă netedă mărginită de o curbă netedă pe porţiuni L. Este 
posibil însă ca (S) să fie o suprafaţă închisă şi deci nu are frontieră. Con- 
siderăm o funcţie mărginită f(M) definită în punctele unui domeniu din 
spaţiu care conţine suprafaţa ($). Fie 


ETE SET A (5.86) 
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o partiție sau diviziune a suprafeţei (S) obţinută prin trasarea pe suprafa- 
tà a anumitor curbe din două familii de curbe distincte. Întrucât suprafaţa, 
(S) este netedă pe porţiuni, ea are arie. Fiecare din suprafeţele componente 
ale partiției are arie şi deci se poate vorbi de numărul real pozitiv v(A) sau 
|| A]|, cel mai mare dintre numerele pozitive aria S; pe care îl vom numi norma 
partiției A. În fiecare parte S; alegem un punct M;, numit punct intermediar, 
şi formăm suma integrală 


oal f; Mi) = X f(Mi)aria S; (5.87) 
i=1 
asociată funcției f, modului de divizare A şi alegerii punctelor intermediare 
M; € Si. 


Definiţia 5.3.1 Funcția f este integrabilă pe suprafața netedă S dacă ex- 
istă un număr I € IR cu proprietatea că (V) e > 0, (3) (£) > 0 astfel încât 
(V) A cu v(A) < (£) şi M; € Sı, 


loa(f, M) -I| <e. (5.88) 


Numărul I se numeşte integrala de suprafaţă de primul tip din funcția 
f pe suprafaţa netedă (S) şi se notează 


Tz J f(M) do, (5.89) 
S 


unde do este elementul de arie al suprafeţei S. 


Poziţia punctului curent M E€ S poate fi determinată prin specificarea coor- 
donatelor carteziene ale sale z, y şi z. Atunci, valoarea f(M) a funcției f în 
punctul M € S poate fi notată în forma f(x,y,z) şi ca urmare integrala de 
suprafață de tipul întâi a funcției f pe suprafața netedă (S) se poate scrie ca 


I =|] f(z,y,2)do. (5.90) 
S 


De menţionat că dacă folosim notația (5.90) pentru integrala de suprafaţă 
I, trebuie să avem în vedere că variabilele z, y şi z sunt legate între ele prin 
condiția de apartenenţă la suprafaţa (S) a punctului M(x,y,z). Integrala de 
suprafață de tipul întâi din funcția f pe suprafața netedă (S) poate fi numită 
simplu integrala funcţiei f pe suprafața S. 
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Observaţia 5.3.1 Presupunând că (S) este o suprafată materială de den- 
sitate f(x,y,z), integrala funcţiei f pe suprafaţa (S), dacă există, este egală 
cu masa suprafeţei sau pânzei materiale S. Dacă f reprezintă densitatea de 
repartiție a unei sarcini electrice, integrala lui f pe suprafaţa (S) este sarcina 
electrică totală distribuită pe S. 


După definiţia integralei de suprafaţă de tipul întâi se impune să studiem 
existenţa. acesteia precum şi modalităţile de calcul ale ei. 

La ambele aspecte se poate răspunde dacă reducem integrala de suprafaţă 
de tipul întâi la o integrală dublă. 

Pentru început, considerăm cazul când suprafaţa (S) este reprezentată 
cartezian explicit, iar proiecția sa pe planul Ozy este un domeniu închis şi 
mărginit. 


Teorema 5.3.1 Dacă (S) este suprafața netedă 
z = z(x,y), (x,y) € D, (5.91) 


şi f(x,y,z) este o funcție mărginită definită în punctele unui domeniu tridi- 
mensional care conţine suprafața S, atunci are loc relația 


J| Keyz) do = J (vza) V1+ p(z, y) + Play) dedy 
S D 


(5.92) 
oride câte ori integralele care apar în aceasta există. Integrala de suprafață 
din relația (5.92) există dacă integrala dublă din membrul drept al egalității 
există. 


Demonstraţie. Fie A o partiție a suprafeţei de forma, (5.86). Proiectând 
această partiție în planul Ozy obţinem o partiție A a domeniului D în părţile 
carabile D1, D2, ---, Dn, fiecare din părţile D; având o arie care nu o întrece 
pe cea a suprafeţei S; corespunzătoare. 

Considerăm suma integrală (5.87) în care punctul intermediar M; € Si 
va avea, coordonatele M,(4;, mi, 2(£;, n:)). Corespunzător punctului M; € S; în 
planul Oxy vom avea punctul M/(6;, n;) care va aparţine domeniului D;. 

Din paragraful precedent ştim că aria porțiunii S; de suprafaţă este dată 
de integrala dublă 


aria, = f| 1+ pay) + PE, y) dedy, (5.93) 
Di 
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unde p şi q sunt notaţiile lui Monge pentru derivatele de ordinul întâi în raport 
cu g şi respectiv y ale funcției z = z(x,y) din (5.91). Aplicând teorema de 
medie integralei duble din (5.93), obținem 


arias; = y1 + p2(4%, 1%) + q2(4%,m%) aria D;, (5.94) 


unde (£;,n:) este un punct aparţinând domeniului D;. În consecinţă, suma 
integrală (5.87) poate fi scrisă în forma 


Ca(f; M:i) = 


F(&i Mis 2(& n) 1+ pE, n) + lE, m? aria D; 


(5.95) 


n 
i=1 


care nu diferă cu mult de suma integrală Riemann a funcţiei reale de două 
variabile reale 


F:D— R’, F(z,y)= 


= f(z, y, z(£,y)) y1 + p(z, y) +g?(z,y), 


(5.96) 


ceea ce o deosebeşte de o asemenea sumă integrală fiind faptul că în membrul 
doi din (5.95) nu apare peste tot aceleaşi puncte intermediare (£;,n;) € Di. 
Să punem în evidenţă suma integrală în care să apară aceleaşi puncte inter- 
mediare. Avem 


5i(£;M) = X flé, m 2(&m)) y1 + p° (éi m) +° (é:, m) aria D;. 
i=1 
(5.97) 
Să arătăm că această sumă integrală, notată simplu cu T, diferă foarte puţin 
de suma integrală (5.95) pe care o vom renota cu T. 
Datorită faptului că suprafaţa (S) este netedă, funcţia reală de două 
variabile reale 


(7,9) > VL+ plz) + 2(zy), (eye D (5.98) 


este continuă pe mulţimea compactă D c R?, deci va fi uniform continuă. 
In consecinţă, dat orice e > 0, există 6, > 0 astfel încât 


[V1 + pley) + (za) — y1 + pe y2) + (22) <E (5.99) 
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dacă, cel mai mare dintre diametrele subdomeniilor D; este mai mic decât ô. 
Prin ipoteză, funcţia f(x,y,z) este mărginită, adică 


|f(£,y,z)| < K = constant (5.100) 


şi prin urmare relațiile (5.99) şi (5.100) implică inegalitatea 


7-7] < KeY aria S; = K caria S, (5.101) 
i=1 
unde T = oa (f; Mi), iar õx(f; Mi). 

Acum putem completa ugor demonstrația teoremei. Dacă integrala din 
membrul drept al relației (5.92) există, atunci pentru orice € > 0 există 
ə > 0 astfel că pentru orice sumă integrală T corespunzătoare unei partiţii 
(D,: i = ,n) a domeniului D ale cărei elemente au diametrele mai mici 
decât 62 avem egalitatea 


| i Han z(x, y)) y1 +p? (x,y) +° (x,y) drdy — T| <E (5.102) 


Să luăm numărul ô = min(6,, 62) şi să considerăm partiţiile 
[os Si Dita apă 


ale suprafeţei (S) pentru care diametrele tuturor elementelor X; sunt mai 
mici decât ô. Notăm prin (D;: i = 1,2,:-:,n) partiţiile domeniului D co- 
respunzătoare partiţiilor 15; : i = 1,2,--- n}. Atunci, diametrul fiecărui 
subdomeniu D; este mai mic decât ô şi, în consecinţă, inegalităţile (5.101) şi 
(5.102) sunt satisfăcute. Aceste inegalităţi implică 


| ] fen z(z,y))y1 +p°(x, y) +° (x, y)dzdy — T| < 
zi (5.103) 


< e(1+ Karia S) 
pentru orice partiție a suprafeței (S) a cărei finețe este suficient de mică. 


Rezultă cà limita sumelor integrale T există şi este egală cu integrala din 
relația (5.103). E 


Corolarul 5.3.1 Dacă suprafața (S) este netedă şi funcția f(x,y,z) este 
continuă, există integrala de suprafaţă din membrul stâng al relației (5.92). 
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Demonstraţie. Întradevăr, în ipotezele menţionate, integrantul membrului 
drept al relaţiei (5.92) este o funcţie continuă, deci integrala dublă din acest 
membru există, şi astfel integrala de suprafaţă din membrul întâi există. m 


Observaţia 5.3.2 După cum se ştie 


1 
y1 +p’(x, y) +° (x,y) = EE, 


unde n este normala la faţa superioară a suprafeței S. Această relație face ca 
formula de calcul a unei integrale de suprafată de tipul întâi când suprafata 
este dată cartezian explicit prin ecuația 


z = z(x,y), (z,y)e D (5.104) 


sà se scrie în forma 


|n z, y, z) do =f x,y, z(£,y ) (5.105) 


Dacă suprafaţa netedă (S) este reprezentată cartezian explicit prin ecuaţia 
x = zly, z), (02) € Dı, (5.106) 


putem schimba rolurile variabilelor x, y şi z şi să scriem relația 


i: f(x,y,z) do =] F(z(, z), y, 2) (5.107) 
S D i 


unde Dı este proiecția suprafeţei (S) pe planul Oyz. Similar, în cazul că 
suprafața netedă (S) este dată prin ecuaţia 


y = y(z,z), (z,£) € Do, (5.108) 


are loc egalitatea 


Ji (x,y, z) do =j (x „ylz, £) 2) E (5.109) 


unde Də este proiecția suprafeţei (S) pe planul Ozz. 
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Observaţia 5.3.3 Presupunem că suprafaţa (S) este reuniune finită de su- 
prafeţe netede de tipurile (5.104), (5.106) şi (5.108). Atunci, integrala de 
suprafață de tipul întâi din funcţia f pe suprafața (S) se va scrie ca o sumă 
de integrale de suprafaţă de tipul întâi din f ale căror formule de calcul vor 
fi, după caz, (5.105), (5.107) şi (5.109). 


În cazul când suprafaţa (S) este reprezentată parametric printr-o e- 
cuaţie vectorială, putem aplica raţionamentul din paragraful precedent şi, 
prin schimbări adecvate de variabile, oricare din integralele duble (5.105), 
(5.107), (5.109) se transformă întro integrală dublă pe domeniul de variaţie al 
parametrilor curbilinii u şi v ai suprafeţei. Suntem conduşi astfel la teorema 
care dă formula de calcul a integralei de suprafaţă dintr-o funcţie continuă 
f pe o suprafaţă (S) reprezentată parametric. 


Teorema 5.3.2 Dacă (S) este o suprafaţă netedă reprezentată prin ecuaţia 
vectorială 

Tr = r(u,v), (uv)e AC RE, (5.110) 
unde r(u,v) = z(u,v)i+ y(u, v)j+ 2(u,v)k, şi f o funcţie mărginită şi con- 
tinuă pe un domeniu tridimensional care conţine suprafaţa S, atunci f este 
integrabilă pe S în raport cu elementul de arie al suprafeţei şi are loc relaţia 


J| Pau 2 = 
S 


zf f (z(u,v), y(u, v), z(u, v))) y E(u, v)G(u, v) — F? (u, v) dudv. 


A 


(5.111) 


În formula de calcul (5.111) A este domeniul plan de variație al parame- 
trilor curbilinii ai suprafeței, iar E, F, G sunt coeficienţii lui Gauss calculati 
pentru suprafaţa (S) din (5.110). Ştim că 


do = VE(u, v)G(u,v) — F2(u,v) dudv (5.112) 


reprezintă elemntul de arie al suprafeţi (S) dată parametric şi deci pentru 
a scrie formula de calcul (5.111) a integralei de suprafaţă din membrul întâi 
înlocuim mai întâi variabilele z, y, z ale funcţiei de integrat f cu expresiile 
lor ca funcţii de parametri curbilinii ai suprafeţei (S) aşa cum rezultă ele 
din (5.110), înmulţim apoi rezultatul cu radicalul care apare în elementul de 
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suprafaţă do, calculat după legea (5.112), şi integrăm pe domeniul plan A 
funcţia. de variabilele u şi v astfel obţinută. 

Formulele (5.92), (5.105), (5.107) şi (5.109) sunt cazuri particulare ale 
formulei de calcul (5.111). Se poate arăta că aceste formule rămân valabile 
când suprafaţa. nu este netedă dar este netedă pe porţiuni. 


Exemplul 5.3.1 Să se calculeze integrala de suprafață de tipul întâi 


2 y? z2 
r=] yatata, 
S 


unde (S) este elipsoidul 


Soluţie. Pentru suprafaţa (S) avem reprezentarea parametrică: 
x =a sin cosy; y= b sinf siny; x = a cos, 
unde parametrii curbilinii 0 şi p parcurg intervalele: 
0 e [0,7]; pe l0, 2r). 


Dacă se calculează coeficienții lui Gauss pentru elipsoidul scris parametric şi 
apoi elementul de arie al acestuia se găseşte 


: 20 2 s 20 d 29 
do T abe” CoS” p i SIN SIN p COS sin 0 d8 dp. 


T T 
a? b2 c2 


Valoarea funcţiei de integrat în punctele suprafeţei este 


CO Ga js cos sin“ sin“  cos?6 
| | z | | . 
at bb æ a? b2 e 


Aceste calcule, împreună cu (5.111), conduc la 


TE sabe J| (i ace ae | sin? 0 sin? p | ea) sin 0d dp, 
À 


a? b2 c2 


282 Ion Crăciun 


unde A = [0,7] x [0,27) adică A este un interval bidimensional. Aplicând 
formula, de calcul a integralei duble pe un interval bidimensional, găsim 


4 1 1 1 
F= a oaa 


Să observăm că dacă a = b = c = R, ceea ce este echivalent cu a spune că 
suprafața este acum sfera de rază R cu centrul în origine, valoarea integralei 
corespunzătoare devine 4r R funcţia de integrat fiind funcţia constantă egală 
cu inversul razei. m 


Exemplul 5.3.2 Fvaluaţi integrala de suprafaţă de tipul întâi 
ra (22 +y + z2z)do, 
S 
unde (S) este porțiunea din suprafața z = 4 — x? — y? situată în semispațiul 
superior. 


Soluţie. Suprafaţa (S) este o porțiune din paraboloidul de revoluţie obținut 
prin rotația în jurul axei Oz a parabolei de ecuaţii: 


z=4-z?; y=0 
situată în planul Ozz, cu vârful V(0,0,4) punct de maxim. Cum textul 
problemei se referă la porţiunea din semispaţiul superior a acestui paraboloid, 
deducem că ecuaţia suprafeţei (S) este 


(S): RaT 4- r? — y’, (z,y) € D, 


unde D este discul închis cu centrul în origine de rază R = 2 situat în planul 
Oxy, prin urmare 


D = {(x,y) € R?: r?+y-—4<0}. 


Elementul de arie do al suprafaţă date este 


do = 4/1 + 4r? + 4y? dxdy. 
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Urmează că integrala de suprafaţă se va calcula cu ajutorul formulei (5.92) 
astfel că avem: 


teal (x? +y? +4- r’ — y’) /1 + 422 + 4y2drdy = 
D 
=a || 1/1 + 4r? + 4y?drdy. 
D 


Pentru a calcula ultima integrală dublă folosim coordonatele polare p şi 0, 
unde z = p cos şi y = p sin. Se constată că (x,y) E€ D dacă şi numai dacă 
(p,0) aparţine intervalului bidimensional [0, 2] x [0, 277). Ştiind că jacobianul 
transformării punctuale regulate folosite la schimbarea de variabile de acest 


tip este p, avem 
27 2 
r=4 f dof pyi+4edp. 
f AR p° ap 


Evaluând integralele de mai sus determinăm 7 şi găsim că valoarea integralei 
de suprafaţă date este I = 2r (17V 17 — 1)/3. m 


5.4 Aplicații în inginerie ale integralelor de 
suprafață de primul tip 


Integralele de suprafaţă de primul tip sunt frecvent întâlnite în probleme ale 
fizicii. De exemplu, întâlnim astfel de integrale când ne ocupăm cu deter- 
minarea masei unei pânze materiale. O pânză materială este ansamblu dintre 
o suprafaţă (S) netedă sau netedă pe porţiuni, numită configuraţia pânzei, 
şi o funcţie pozitivă p definită şi continuă în punctele suprafeţei (S), care 
se numeşte densitatea de materie sau densitatea pânzei materiale. Tot cu 
ajutorul integralelor de suprafaţă de tipul întâi se exprimă centrul de greu- 
tate al pânzei materiale ca şi momentele de inerție ale acesteia în raport cu 
elementele reperului Oxyz. O pânză materială poate fi notată prin {S, p} 
sau, atunci când densitatea materială se desprinde din context, se scrie doar 
configuraţia pânzei. O pânză materială se numeşte omogenă dacă densitatea 
sa este funcţia constantă şi neomogenă în caz contrar. 

Întrucât procedeul care se aplică pentru a determina masa, centrul de 
greutate şi momentele de inerție în raport cu elementele reperului ale pânzei 
materiale este asemănător cu cel aplicat firului material pentru determinarea 
aceloraşi mărimi, vom scrie direct rezultatele. 
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Masa M(S) a pânzei materiale (5, p} este 
M(S) al p(z, y, z) do. (5.113) 
S 


Cantitatea infinitezimală 
dm = p(x, y, 2)do. (5.114) 


se numeşte element de masă al pânzei materiale {S, p} în M(z,y,z) € S. 
Folosind elementul de masă, masa pânzei materiale se scrie 


M(S) = I dm. 
S 


Coordonatele centrului de greutate G sunt date de 


J zp(z,y, z)do J yplx, y, z)do 


IG = = Ei ya = z Ei 
J| pe. 2da J| pe. 2da 
S S 


I zp(z, y, 2)do 


ZQ = 2 . 
J| 2y, 2da 
S 


Expresiile coordonatelor centrului de greutate al pânzei se pot scrie sim- 
plificat dacă folosim elementul de masă introdus în (5.114). Avem 


J| zam J| udm J| zam 
te = r; vo Sri a (5.115) 
J dm J| am 1 dm 
S S S 
În particular, pentru o pânză materială omogenă, vom avea 
J| zao J y do J z do 
tg = E ja = Si 20 = (5.116) 
Jfa Jfa | ao 
S S S 
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Momentele de inerție ale pânzei materiale S în raport cu axele de coor- 
donate Oz, Oy, Oz le vom nota respectiv prin I+ Iy şi I; şi au expresiile: 


Iz =i (yY + 22dm; I =i (2? +x°)dm; I, = (22 + y2)dm. 
S S S 


(5.117) 
Când densitatea materială este constantă şi egală cu pọ > 0, formulele de 
mai sus devin 


Topi J (42 +2°)do, Iy = po I (22 + z2)do; 
S S 

Lp eo -i 
S 


Momentele de inerție ale pânzei materiale S în raport cu planele de coordo- 
nate Ory, Oyz, Ozz, notate corespunzător cu Isy, Iyz Şi Iza, au expresiile 
date de integralele de suprafață de tipul întâi 


Tey =| 22dm, Iyz = z2dm, 
S S 
Irz a y’dm. 
S 


Dacă pânza materială are densitatea constantă po, în locul formulelor (5.119) 


avem 
_ 2 E Ias = 2 
Tij = Po | 2 do; Iyz = po J T do; Irz = po J y do. (5.120) 


In fine, momentul de inerție în raport cu originea reperului este 


(5.119) 


Io = (22 +y? + 22)dm, (5.121) 
S 


când pânza materială este neomogenă, iar în cazul că ar fi omogenă acelaşi 
moment de inerție al pânzei va fi dat de expresia 


s= n (2? +y? + 22)do. (5.122) 
S 
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În scopul de a prezenta încă o aplicaţie a integralelor de suprafaţă de 
primul tip să introducem noţiunea de funcție vectorială integrabilă pe o 
suprafaţă. Fie în acest sens 


F(M) = P(M)i + Q(M)j + R(M)k (5.123) 


o funcție vectorială definită întrun domeniu tridimensional care conține su- 
prafaţa S. Prin definiţie, vom spune că funcţia F este integrabilă pe S 
dacă fiecare din componentele sale este functie intyegrabilă pe S. În această 
situaţie introducem integrala de suprafaţă de tipul întâi a funcției vectoriale 
F pe suprafața S prin 


J| run do =i || PU) do +j J| oun do +k || R) do. (5.124) 
S S S S 


Valoarea unei astfel de integrale este un vector. Existența integralei de 
suprafaţă de primul tip a unei funcții vectoriale F, reducerea ei la o inte- 
grală dublă dintr-o funcție vectorială precum şi proprietăţile unei integrale 
de tipul (5.124) sunt cercetate în strânsă legătură cu integralele de suprafaţă 
care apar în membrul al doilea al relaţiei (5.124). 

Ca aplicaţie a acestei noţiuni să găsim forța de atracție gravitațională cu 
care o pânză materială atrage un punct material. 

Fie p(z,y,2) densitatea pânzei materiale S şi 4o o masă concentrată în 
punctul Mo(o, yo, 20) care nu aparţine suprafeţei. După legea atracției uni- 
versale a lui Newton, forţa elementară de atracţie dintre elementul de masă 
dm al suprafeţei S şi punctul material Mo cu ponderea uo este 


dF = 7 po dm 3. (5.125) 
r 


În formula (5.125) y este constanta gravitațională a cărei valoare numerică 


— 


depinde de alegerea sistemului de unităţi de măsură, iar r este vectorul MoM, 
unde M(x,y,z) reprezintă punctul curent al suprafeţei de pondere egală cu 
masa elementară dm dată de (5.114). Forţa rezultantă F de atracţie a punc- 
tului material My de către întreaga suprafaţă S este suma forţelor elementare 
(5.125), fapt care ne duce la concluzia că F este integrala de suprafaţă 


r 
F = y Ho J p(z, y, 2) do. (5.126) 
S 
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Deoarece avem r =MoM= (x — zo)i + (y —y0)j+ (2 — zo) k, expresia forţei 
de atracţie poate fi scrisă în forma 


F = poli || pla) do+ 
S 


r3 


(5.127) 
ti || oau, = do +k ff pe, y, do). 
S S 


r3 r3 


Integralele din (5.127) există dacă densitatea materială este funcție continuă, 
iar suprafața S este netedă sau netedă pe porțiuni. 

Analiza aplicaţiilor de mai sus conduce la o concluzie importantă din care 
vom desprinde o proprietate specifică integralelor de suprafață de tipul întâi. 
Să pornim de la observația că elementul de integrare, înțelegând prin aceasta 
expresia 


F(M) do, 


depinde numai de mărimea elementului de arie do şi de valoarea funcţiei f 
în punctul curent M al suprafeței S, însă este independentă de orientarea el- 
ementului de suprafaţă în raport cu spatiul înconjurător. Această observaţie 
se desprinde foarte bine din toate aplicaţiile prezentate mai sus căci masa 
unui element din suprafaţa materială {S, p} sau forța cu care acest element 
de masă atrage un punct material nu se modifică dacă ne mutăm de pe o 
fată a suprafeței pe cealaltă. În concluzie, putem afirma că integrala de 
suprafaţă de tipul întâi nu depinde de orientarea suprafeţei fapt pe care îl 
putem exprima matematic prin 


J f(z, y, z) do = f(z,y,z)do. (5.128) 
S+ sS- 


Există probleme de alt gen în care orientarea suprafeței şi deci a elemen- 
tului său de arie do joacă un rol important. O astfel de problemă, pe care 
o vom analiza ulterior, este calculul debitului unui fluid printr-o suprafaţă 
dar, vom vedea că există şi altele. Aceste probleme conduc la un alt gen de 
integrale de suprafaţă, aşa numitele integrale de suprafaţă de tipul al doilea 
de care ne vom ocupa în paragraful următor. 


Exemplul 5.4.1 Să se calculeze momentul de inerție față de ara Oz a 
pânzei materiale omogene având densitatea egală cu unitatea şi configura- 


ţia semisfera 
(S): z=Ľ yR- r? -— y. 
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Soluţie. Conform celor prezentate mai sus, avem 


I; = (22 + y’) do. 
S 


Pentru calculul acestei integrale de suprafață de tipul întâi putem utiliza 
o reprezentare parametrică a semisferei © şi anume cea în care parametrii 
curbilinii ai suprafeței să fie colatitudinea 0 gi longitudinea p : 


x = R sinl cosy; y= R sin0 sing; z= R cos, 


unde parametrii (0, p) variază în intervalul bidimensional [0, 7/2] x [0, 27). 
Coeficienții lui Gauss pentru sfera reprezentată parametric ca mai sus 
sunt: 


E(0,p)=R?; F(0,p)=0; G(0, p) = R’ sin” ð. 
Elementul de arie al suprafeței exprimat cu ajutorul parametrilor curbilinii 
0 şi p este 
do = R? sin 0 d0 dọ. 
Valorile pe semisferă ale funcţiei de integrat sunt date de 


x£?’ +y = (R sin0 cosy)? + (R sin sing)? = R° sin? 0, 


astfel că momentul de inerție de determinat este 
27 7/2 7/2 
J = i de | sin” 0 d0 = iake | sin 0(1 — cos? 0) d6. 
0 0 0 


Ultima integrală se scrie ca diferență de alte două care se calculează simplu 
şi se găseşte 1, = 47 R1/3. m 


5.5 Integrale de suprafaţă de al doilea tip 


Să considerăm pentru început o problemă concretă care sugerează introduc- 
erea noţiunii de integrală de suprafaţă de al doilea tip şi anume problema 
determinării cantităţii de fluid care străbate în unitatea de timp o suprafaţă 
orientată S a cărei normală este 


n = i cos (n,i) +j cos(n,j)+k cos (n,k) = mi+noj+nak. (5.129) 
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Fie că spaţiul ambiant în care se află suprafaţa orientată S este plin cu un 
fluid în mişcare. O particulă oarecare a fluidului, aflată la momentul t în 
poziţia M(x,y,z), are viteza 


V(z,y,2) = P(z,y,2)i+Q(z,y,2)5+ R(z,y,2)k, (5.130) 


unde P = P(z,y,2), Q = Q(z,y,2) si R = R(z,y,2) sunt mărimile algebrice 
ale proiecţiilor vectorului V pe respectiv versorii i, j şi k. 

Considerăm un element infinitezimal de arie do de pe acea fața a suprafe- 
tei S care are normala n. Cantitatea de fluid dẸ care trece prin do în unitatea 
de timp, deci un flux, este egală cu V, do unde V, este mărimea algebrică 
a proiecției vectorului viteză pe direcţia normalei n la do. Cum vectorul pe 
care se proiectează, viteza este versor, rezultă că V, = V -n astfel că fluxul 
elementar este 


db = V -ndo = (P nı + Qn + Rna)do. (5.131) 


Formula (5.131) dă fluzul elementar de fluid prin elementul de suprafaţă de 
normală n. Pentru a obține debitul total sau fluxul total, adică cantitatea 
de lichid care strabate suprafaţa © în unitatea de timp, ar trebui să sumăm 
expresiile (5.131) relativ la toate elementele de suprafaţă do, fapt ce conduce 
la integrala 


i al (P nı + Qn + Rna) do. (5.132) 
S 


Dacă privim atent constatăm că ceea ce am obţinut în (5.132) nu este altceva 
decât integrala de suprafaţă de primul tip a funcţiei 


P(x,y,z) cos (n,i) + Q(z, y, z) cos (n, j) + R(z,y,2) cos (n,k) (5.133) 


pe suprafaţa S. Imediat însă trebuie să precizăm faptul că integrantul depinde 
de funcţia vectorială V din (5.130) şi că , lucru foarte important, a fost 
implicată o anumită faţă a suprafeţei, anume aceea care are normala n dată 
în (5.129). 

Putem trece acum să formulăm definiţia generală a integralei de suprafaţă 
de tipul al doilea. 

Fie în acest sens © o suprafaţă netedă cu două feţe. Fixăm o anumită 
parte a suprafeţei echivalent cu a spune că alegem una din cele două posi- 
bilităţi de alegere a normalei n în punctul M. În acelaşi punct M, dar pe 
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cealaltă parte a suprafeţei, normala este —n Considerăm o funcţie vecto- 
rială F = (P,Q, R) definită pe un domeniu tridimensional în care se află 
suprafaţa S şi continuă în punctele suprafeţei. Notăm cu Fa mărimea alge- 
brică a proiecției ortogonale a vectorului F pe direcţia normalei n în punctul 
M. Avem 


Fn =F -n = P cos (n,i) + Q cos(n,j) + R cos (n, k), (5.134) 


unde cos(n, i), cos(n, j), cos(n, k) sunt coordonatele versorului normalei n în 
punctul M(x,y,z) de pe faţa aleasă a suprafeţei S. 
Integrala 


J (P cos (n,î) + Q cos(n,j) + R cos (n, k)) do (5.135) 
S 


se va numi integrala de suprafaţă de tipul al doilea a funcției vectoriale F = 
(P,Q, R) pe faţa suprafaței S de normală n şi va fi notată cu 


J P dydz + Q dzdz + Rdzdy. (5.136) 
S 


Astfel, prin definiție, avem relația 


J| P dudz + Qdzdz + Rdzdy = 
S 


(5.137) 
al (P cos (n, i) + Q cos (n,j) + R cos (n, k)) do. 
S 


Dacă notăm cu S* faţa aleasă a suprafeţei, evident cealaltă faţă a sa va avea 
normala —n şi o putem nota cu S~. Din modul cum a fost introdusă integrala 
de suprafaţă. de tipul al doilea rezultă că ea depinde de orientarea suprafeţei 
şi ca atare putem scrie 


J| Pdydz + Qdzdz + Rdzdy = 
S+ 


(5.138) 
= — || Păyaz + Qăzăr + Rdzdy. 
2 
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Observaţia 5.5.1 Dacă do este elementul infinitezimal de arie al suprafeţei 
St, expresiile 


cos (n,i)do, cos(n,j)do, cos(n,k)do 


sunt, respectiv, proiecţiile elementului de arie do pe planele de coordonate 
Oyz, Ozx, Oxy. Dacă considerăm că do se proiectează pe planele de coordo- 
nate în intervale bidimensionale cu laturi infinitezimale, ariile acestora sunt 
respectiv dydz, dzdz şi dzdy, astfel că putem scrie egaltăţile 


cos (n,i)do = dydz, cos(n,j)do = dzdz, 
(5.139) 
cos (n, k)do = dzdy 


şi totodată putem justifica notația (5.136) pentru integrala de suprafaţă de 
tipul întâi particulară (5.135). 


Observaţia 5.5.2 Am definit integrala de suprafaţă de speța a doua cu aju- 
torul integralei de primul tip. Insă integrala de suprafaţă de tipul al doilea, la 
fel ca celelalte integrale, poate fi definită direct cu ajutorul sumelor integrale. 


În cele ce urmează prezentăm formula de calcul a integralei de suprafaţă 
de tipul al doilea când suprafaţa. este reprezentată prin ecuaţia vectorială 


r = r(u,v) = z(u,v)i+y(u,v)j+ z(u,v)k, (u,v) € D, (5.140) 


unde D este un domeniu plan care are arie. Fie că faţa aleasă a suprafeţei 
este St şi că această faţă corespunde normalei 


ralu, v) x r,(u, v) = i cos (n, i) +j cos (n, j) + k cos (n, k). (5.141) 


Jeeu v) x relu, v) 


Conform celor prezentate mai sus avem mai întâi că integrala de suprafață 
pe faţa S+ a suprafeţei S se calculează cu ajutorul integralei de suprafaţă de 
tipul întâi prin 
J| P dudz + Qdzaz + Rdzdy = 
SF 


(5.142) 
= (P cos (n, i) + Q cos(n,j) + R cos (n, k)) do. 
S 
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Din expresia (5.141) rezultă că putem scrie versorul normalei n şi în forma 


__ Aļlu,v)i+ B(u,v)j + C(u,vw)k 


- , (5.143) 
y4?(u, v) + B2(u,v) + C? (u, v) 
unde funcţiile A(u, v), B(u, v) şi C(u,v) sunt jacobienii 
(y, z) D(z, x) 
A = B == 
(uo) = Dau), Bluo) = Dlui), 
a (5.144) 
D(z, y 
C(u, v) z D(u, ) (u, v) 
Dacă mai ţinem cont şi de faptul că elementul de arie are expresia 
do = ||ru(u,v) x ru(u,v)]] dudv = v A? + B2 + C? dudv, (5.145) 


în final rezultă că integrala de suprafaţă de tipul doi se determină prin formula 
de calcul 


J| Pauaz + Qdzaz + Rdzdy = |] (PA+Q B+ RO) dude, (5.146) 
S+ D 


unde prin funcţiile P, Q şi R din membrul al doilea înţelegem 


P = P(z(u,v), y(u, v), z(u,v)), 


Q = Q(z(u,v), y(u, v), z(u, v)), (5.147) 
R = R(z(u,v), y(u, v), z(u, v)), 


iar A, B şi C sunt funcţiile din (5.144). 


Dacă folosim relaţiile (5.134) şi (5.141), integrala de suprafaţă de tipul al 
doilea se poate scrie vectorial după cum urmează 


I P dydz + Q dada + R dzdy =l (F - n) do, (5.148) 
S+ S 


unde în integrala a doua nu s-a mai scris S" acest fapt subânţelegându-se 
odată cu precizarea normalei n a suprafeței. 
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Dacă dorim să scriem formula de calcul a integralei de suprafaţă de tipul 
al doilea, pornind de la scrierea sa ca în membrul doi din (5.148), trebuie 
evaluată valoarea funcţiei de integrat în punctele suprafeţei. Găsim 

F. u X Tv F, u*v 
(F-n)|_ = (Ea X ro) _ E eat (5.149) 


s ru x rol] i ru x roll 


În (5.149) intră produsul mixt al vectorilor F = (P, Q, R), ru şi rą, însă tre- 
buie precizat cà este vorba de valoarea pe S a vectorului F, ceea ce înseamnă 
că funcţiile P, Q şi R sunt cele din (5.147). 

Luând acum în calcul (5.149) şi expresia (5.145) a elementului de arie do 
al suprafeţei S, deducem că formula de calcul a integralei de suprafaţă de al 
doilea tip, scrisă în forma din membrul doi al relaţiei (5.148), este 


J (F - n) do = (F, ru, ru) dudv. (5.150) 
S D 


Dacă ținem cont de exprimarea analitică a unui produs mixt prin deter- 
minantul de ordinul trei care are pe linii coordonatele a respectiv celor trei 
vectori în ordinea în care apar în produs rezultă că formula de calcul (5.150) 
se poate scrie în forma finală 


P QUR 
J| E-n) =)) Tu Yu Zu | dudv. (5.151) 
ü e n e a 


Pentru a scrie încă o formă a integralei de suprafață de al doilea tip, 
introducem noţiunea de element orientat de arie notat cu do şi exprimat 
prin 

do = n do. (5.152) 


Atunci, integrala de suprafață de tipul al doilea se poate scrie simplu 


M aa îmi Aaa (5.153) 


În cazul în care suprafața netedă este reprezentată cartezian explicit prin 
ecuația 
(S): z= f(z,y),  (æ,y) € D C Ogy, (5.154) 
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şi considerăm că faţa ST a sa este cea superioară, versorul normalei este 


= —pi—qj+k 
ETET 


unde p şi q sunt notaţiile lui Monge pentru derivatele parţiale de ordinul întâi 
ale lui f în punctul curent interior suprafeței (S+). 

În acest caz, abscisa x şi ordonata y ale oricărui punct de pe suprafaţă pot 
fi considerate drept parametri curbilinii ai suprafeței S+ astfel că se poate 
scrie ecuaţia. sa vectorială 


(5.155) 


(St): r=xi+yj+ f(x,y)k, (z,y) € D. (5.156) 


Atunci, formula de calcul a integralei de suprafaţă de tipul al doilea din 
câmpul vectorila F = (P,Q, R) pe faţa superioară a suprafeţei (5.154) este 
uşor de obţinut din cazul general (5.151) luând drept u pe z şi drept v pe y. 
Avem în final 


J F - do -] P(x,y, 2)dydz + Q(z,y, z)dzdz + R(r,y, 2)dzdy = 


"i = pP(2,y, f(2,y)) — aQle v, Fl) + R(E, y, Fe, y)))dedy. 


(5.157) 
Dacă faţa suprafeței S este cea inferioară S7, formula de calcul este 


J F.do = 
si 


J P(x,y, 2)dydz + Q(z, y, z)dzdr + R(x, y, z)\dzdy = 


= || (p P(æ,y, fæ) + 4Ql, y, av) — Ræ, y, F, y))) dedy. 
i (5.158) 


Observaţia 5.5.3 Urmând un raționament asemănător celui care ne-a con- 
dus la formulele (5.157) şi (5.158), se pot obține formulele de calcul ale inte- 
gralei de suprafaţă de tipul al doilea din câmpul vectorial F = (P, Q, R) când 
suprafața S este reprezentată cartezian explicit fie prin ecuaţia x = g(y,2) 
fie prin ecuaţia y = h(z, £). 
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Spre exemplu, dacă S are ecuaţia x = g(y, 2) şi SY este faţa dinspre partea 
pozitivă a axei Oz, formula de calcul a integralei de suprafaţă de tipul al 
doilea din câmpul F = (P, Q, R) pe suprafaţa St este 


sie 


=] P(x,y, 2)dydz + Q(x, y, z)\dzdz + R(x, y, z)dxdy = 


S+ 
= f] (Piaty, 2).v,2) - ay, 2)0(9(w, 2): y, 2) 


Dyz 
og 


-3 V DR, 2), y, z))dydz, 


unde D,, reprezintă proiecția suprafeţei St pe planul Oyz fiind totodată şi 
domeniul de definiţie al funcţiei g. 


Exemplul 5.5.1 Să se calculeze valoarea integralei de suprafaţă de tipul al 
doilea 
I =|] x’ dydz + y? dada + 2 drdy, 
S 
unde S este fața exterioară a sferei de rază R cu centrul în origine. 
Soluţie. Ecuația sferei de rază R cu centrul în origine este 


(S): F(x,y, z) =r? +y + 2- RP =0. 


Utilizând cunoştinţele din primul paragraf al acestui capitol găsim că versorul 
normalei exterioare în punctul M(x,y,z) al sferei S este 


(VE)\(z,y,z) r xi+yj+zk 
n p= — = . 


[V EF)(z,y, 2) R R 


Atunci, integrala de tipul al doilea de calculat se transformă în integrala de 
suprafaţă de tipul întâi 


[ori 
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iar pentru a reduce pe aceasta la o integrală dublă folosim reprezentarea 
parametrică, a sferei în care parametri curbilinii sunt colatitudinea 0 şi lon- 
gitudinea p 


x = R sinl cosp, y= R sin0 siny, z= R cosð. 


Punctul M (z, y, 2) descrie sfera de rază R cu centru în origine dacă perechea 
(0, p) aparţine domeniului plan A care este intervalul bidimensional [0,7] x 
[0, 27). Coeficienţii lui Gauss au fost calculati deja în alt exemplu şi am găsit 
că aceştia sunt: 


E(0,p)= R”; F(0,p)=0; G(0, p) = R? sin? 0. 


Elementul de arie al suprafeței exprimat cu ajutorul parametrilor curbilinii 
0 şi p este 
do = R° sin 0d0 dp 


iar valorile pe sferă ale funcţiei de integrat sunt date de 
(£? +y’ + zje = R2(R sin? 0 cos? y + R sin? 0 sin? p + cos? 0). 
Scriind formula de calcul a integralei de suprafaţă de tipul întâi şi aplicând 


totodată formula de calcul a integralei duble pe intervalul bidimensional A, 
vom avea 


T 27 
LI R* | do | (R sin? 0 cos? y + R sin” 0 sin? p + cos? 0) sin 0 dp. 
0 0 


Integralele: 
27 27 
A cos? p dp; I sin? y dp 
0 0 


sunt nule, după cum se constată simplu, iar 


g 1 r 2 
2 ; CE E 3 =s 
] cos“ 0 sin 0 d0 = 3 COS 6), =a 
astfel că integrala de suprafaţa dată are valoarea 47R1/3. B 


Exemplul 5.5.2 Un fluid oarecare curge în spaţiu cu viteza 
V(z,y,z) = 3zi + 3yj+zk. 
Sà se găsească fluxul total ® al fluidului prin fata superioară a paraboloidului 
(St): z=9- r- y? 


situată în semispațiul superior z > 0. 
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Soluţie. Am văzut că fluxul total al unui fluid cu viteza V prin faţa S% a 
suprafeţei $ este dat de integrala de suprafaţă de tipul al doilea 


iei Ai d (da de ae 


unde n este normala la faţa superioară a paraboloidului 


__ 2zi+2yj+k 
OLP AF Ap 


Aplicând formula de calcul a integralei de suprafaţă de tipul al doilea dată 
în (5.157), obţinem 


6x? + 6y? + 9— r? — y? 
è=) y1 + 4r? + 4y?drdy = 
JJ Vl + 4r? + 4y? i Me 


D 2 2 
n + 5y" + 9)dzdy, 


unde D este proiecția suprafeţei pe planul Oxy 
D = {(x,y) € IR? : z? +4? —9 <0}. 


Integrala dublă o calculăm folosind trecerea la coordonatele polare p şi 0 
unde: 


xr =pcosð; y=psind,  (p,0) € A= [0,3] x [0, 27). 


Având în vedere că jacobianul transformării care se utilizează la schimbarea 
de variabile de mai sus este egal cu p, folosind formula schimbării de variabile 
în integrala dublă, obţinem 


o = [| plop + apa = [7 0 | pP) E. 
A 


Valoarea pozitivă a rezultatului arată că fluidul ¿tese din suprafaţă şi aceasta 
se datorează faptului că în fiecare punct de pe faţa St a suprafeţei vectorul 
viteza fluidului face unghi ascuţit cu versorul normalei la suprafaţă, ca atare 
particula de fluid aflată instantaneu oriunde pe suprafaţă, iese din domeniul 
spaţial limitat de planul Ozy şi de suprafaţa S. E 
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5.6 Formula integrală a lui Stokes 


Formula integrală a lui Stokes stabileşte o legătură, între integrala de supra- 
faţă în raport cu coordonatele şi integrala curbilinie de speța a doua. Ea 
generalizează formula integrală Riemann-Green, ultima fiind un caz partic- 
ular a celei dintâi când suprafaţa în chestiune este o parte a planului Ozy. 
Ca şi formula integrală Riemann-Green, formula integrală a lui Stokes este 
întâlnită în multe aplicaţii ale analizei matematice în inginerie. 

Fie S o suprafaţă netedă, bilateră şi orientată, dată de ecuaţia vectorială 


(S): r = r(u,v) = y(u, v)i + y(u, v)j + x(u, v)k, (5.159) 


unde (u,v) € D, iar D este un domeniu compact care are arie. Suprafața 
S fiind orientată, rezultă că versorul normalei n la suprafaţa S în punctul 
curent (u,v) € D este bine precizat. Fie că fața aleasă a suprafeței este cea 
care corespunde normalei (5.141). Multimea punctelor (u,v) € D este mul- 
timea punctelor din interiorul unei curbe închise y şi de pe această curbă. 
Presupunem că frontiera y a mulțimii D este reprezentată parametric prin 
ecuațiile 

(y): u = ult), v = v(t), te fa, øl. (5.160) 


Frontiera I a suprafeței S dată prin (5.159) este tot o curbă închisă şi are 
ecuația vectorială 


T): r = r(u(t),v(t)), tela, pl. (5.161) 


Pe curba I introducem o orientare pe care o numim compatibilă cu ori- 
entarea suprafeţei S. În fiecare punct M €T considerăm versorul normalei 
la suprafaţă n şi, în acelaşi punct, considerăm vectorul v cu proprietatea că 
este perpendicular şi pe n şi pe T şi întră în S. 

Orientarea de pe curba I dată de vectorul v x n se numeşte compati- 
bilă cu orientarea suprafeţei S. Într-un limbaj mai sugestiv, putem spune că 
orientarea pe I compatibilă cu orientarea suprafeţei © este dată de un ob- 
servator care deplasându-se pe I are capul spre n şi lasă la stânga suprafaţa 
S. 

Fie funcţia P(x, y,z) definită şi continuă pe © având derivate parţiale 
de ordinul întâi continue pe S. În aceste condiţii ne propunem să calculăm 
integrala curbilinie 


za | Play z) de. (5.162) 


Capitolul 5 — Integrale de suprafaţă 299 


Având în vedere că T are ecuaţia vectorială (5.161), din formula de calcul a 
integralei curbilinii de tipul al doilea în spaţiu, deducem că integrala Z din 
(5.162) se scrie în forma 


1= fe Peole), oE) bui), O) xl), vE) E ult), odt. (5.163) 


Q 


Dacă se calculează derivata funcţiei compuse (u(t), v(t)) si se înlocuieşte în 
(5.163) constatăm că I este integrala curbilinie de tipul al doilea pe curba 
plană y 


I = f Peu) du + QĜ(u, v) dv, (5.164) 
E. 
unde am folosit notaţiile: 
X dp 
P(u, v) == P(plu, v), y(u, v), x(u, v)) De v); 


_ (5.165) 
Glu, v) = Plolu, v), Plu, v), xtro) SE (u, o). 


În planul O'uv aplicăm formula integrală Riemann-Green membrului al 
doilea al relației (5.164) şi obținem 


9Q ðP 
a (iuo) = gg (©) dude. (5.166) 


Folosind (5.165) şi regulile de derivare ale funcțiilor compuse constatăm 
că derivatele care intră în (5.166) au expresiile: 


aQ (Ela dp ðP p 9P 9) Și Bop 
ðu Or ðu ôy ðu Oz ðu Dudu” 
oP (92 dp 9P9y 9P 9) z o 
ðv Or ðv y ðv ðz ðv Dudu 


(5.167) 


Diferenţa. derivatelor din (5.167) conduce la expresia 


90) AP a Te (5.168) 
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unde B şi C sunt jacobienii: 


B = (u,v); GAE Duo), (5.169) 


iar funcţia P care apare în (5.167) şi în (5.168) trebuie înţeleasă ca 
P = P(pluov), Y(u, v), x(u, v)). (5.170) 


În acest fel integrala 7 din (5.162) devine 
P 
[Pena ) dz A (e -cf ay) dv, (5.171) 


cu mențiunea că funcţia P din membrul al doilea este cea dată în (5.170). 
In mod analog se obţin: 


| Qtemz ) dy [| C -a€ 29) dude: (5.172) 


OR 
| Rowe ea (4 - p ZE) dude (5.173) 
în care funcţiile Q şi R din membrul doi al relaţiei (5.172) şi respectiv (5.173) 
sunt 
Q = Q(p(uv), y(u, v), x(u, v)), 
(5.174) 
R = R(ọ(u,v), Yu, v), x(u, v)), 
iar A este jacobianul 
D(4,x) 
A = 3 .175 
puse) (5.175) 


Observaţia 5.6.1 Jacobienii din relațiile (5.169) şi (5.175) sunt cei care 
intră în expresia versorului normalei la suprafață care am convenit să fie 


= Ai+Bj+Ck _ Ai+Bj+Ck (5.176) 
= ATA BI 02 JEG — F2 ’ i 


unde funcțiile E, F, G sunt coeficienții lui Gauss. 
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Adunând rezultatele (5.171) — (5.173), deducem relaţia 
| Plasw2)dr + Qle,y, dy + R(z,y,2) dz = 


Oh Q ðP ƏR ðQ ðP 
=], = Be PO B )) dudv. 


(5.177) 


Pe de altă parte, integrala dublă din membrul al doilea al relației (5.177) este 
o integrală de suprafață de tipul al doilea pe fața suprafeței S de normală n 
dată în (5.176), şi anume 


| (E - ia + (Z - SE az + (22 — P) dray = 


Oz Oz Or Oy 
(5.178) 
(2 9Q OP OR ðQ ƏP 
[al ðy E a a ðy ))dudv. 


De notat că funcţiile P, Q şi R, din integralele duble de mai sus, sunt astfel 
cum au fost precizate prin relațiile (5.170) şi (5.174). 
Cuplând rezultatele din (5.177) şi (5.178) deducem relaţia 


[Ply do + Qlzw2)dy + R(z,y,2) dz = 


(28 200) 9P OR mo- OP 
[| (5, <)dydz + (2 - S- )dzde + (E - gew 


(5.179) 


care se numeşte formula integrală a lui Stokes sau simplu, formula lui Stokes. 
Ţinând cont că avem relaţiile: 


dydz = cosa do; dzdz = cosBdo; drdy = cosy drdy, (5.180) 
unde cos a, cos 8, cos sunt cosinii directori ai normalei n 
n = (cosa)i+ (cos 8)j + (cosy)k (5.181) 


rezultă că formula integrală a lui Stokes (5.179) se scrie în forma echivalentă 


J PG; y, 2)dz + Q(z, y, 2)dy + R(x, y, 2)dz = 


= (GG )cosa+ (5.182) 
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Fie funcţia vectorială F, de trei variabile reale, definită pe domeniul V C 


E3 
F:V => R?, F(r)= F(x,y, z) = 
(5.183) 
= P(x,y, z)i + Q(z, y, z)j + R(x, y, z)k 
care are proprietatea că funcția vectorială 
ƏR aQ OP ƏR oQ aP 
F= F= 5 i = j4 — k .184 
ii sos (a i (3 Jr) (T 3y) (Ra 
există şi este continuă cel puţin în punctele suprafeţei S. 
Observând că diferenţiala vectorului de poziţie r este 
dr = dzi + dyj + dzk (5.185) 
şi că produsul scalar al vectorilor F(r) şi dr este dat de 


deducem că formula integrală a lui Stokes (5.182) se poate scrie sub forma 


vectorială 
a ; 
S 


Din punct de vedere fizic formula integrală a lui Stokes exprimată prin (5.187) 
arată că circulația câmpului vectorial F pe frontiera I a unei suprafețe ori- 
entate S este egală cu fluxul rotorului lui F prin acea suprafaţă. 


Observaţia 5.6.2 În cazul în care S este o porțiune D din planul Oxy, iar 
normala la S = D este versorul k, formula integrală a lui Stokes (5.177) 
devine formula integrală Riemann-Green. 


Observaţia 5.6.3 Dacă câmpul vectorial F este irotațional pe V, ceea ce 
înseamnă că V x F = 0, din (5.187) deducem că integrala curbilinie de tipul 
al doilea din funcția vectorială F pe orice curbă închisă din V este nulă şi ca 
atare, expresia diferențială 


w = P(x,y, z) dx + Q(x, y, z) dy + R(x, y, z) dz (5.188) 
este o difrenţială totală pe V, adică există funcția diferențiabilă U astfel încât 


dU (x,y,z) = P(x,y, z) dx + Q(z,y,2)dy + R(z,y, 2z) dz. (5.189) 
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Funcţia U din (5.189) se numeşte primitivă a expresiei diferenţiale w. 
De asemenea, în acest caz integrala curbilinie de tipul al doilea din câmpul 
vectorial F nu depinde de drumul de integrare. 

Formula integrală a lui Stokes se foloseşte în calculul integralei curbilinii 
pe curba închisă I din câmpul vectorial F = (P, Q, R) când fluxul rotorului 
lui F pe o suprafaţă mărginită de acea curbă se calculează mai uşor. 


Exercitiul 5.6.1 Să se calculeze integrala curbilinie 
I= fo + 22dz + (22 + 22dy + (22 + y2)dz 
de-a lungul curbei determinate de intersecţia suprafeţelor: 
L? +y ge = 2Rr; r? +y =2rr, R>r,z>0, 


sensul de parcurs al curbei L fiind cel al acelor de ceasornic dacă privim 
dinspre partea pozitivă a axei Oz. 


Soluţie. Pentru că integrala curbilinie este complicată, folosim formula in- 
tegrală a lui Stokes luând ca suprafaţă S porţiunea din sfera, 


r? +y + 22 = 2Ra 


situată în semispaţiul superior z > 0, mărginită de curba I şi care conţine 
puncte M(x,y,z) cu abscisă cuprinsă între 0 şi R. 

Având în vedere orientarea curbei T, rezultă că normala n la suprafaţa S 
este cea exterioară sferei, această. alegere a normalei n fiind urmare a condi- 
tiei ca I să fie orientată compatibil cu orientarea suprafeţei S. Suprafaţa S 
fiind dată implicit rezultă că normala sa exterioară în punctul M € S este , 
cu plus sau minus, versorul gradientului funcţiei 


Pamaen eI 2 —2Ra = (0 Ry +a RI. 


Se constată că trebuie luat semnul plus astfel că normala n în punctul M 
al porțiunii S din sfera de rază R şi centru în punctul C(R,0,0) are cosinii 
directori: 


A zi 
COS = pi cos 8 = 


2 
; cos = =. 
Rotorul câmpului vectorial F (r) = (y j 


2 id 
R R 
zZ 


2 + 22)i + (22 +x?)j+ (x? +y?)k este 


V xF =2(y-—2)i + 2(2 — z)j + 2(x — y)k. 
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Aplicând acum formula integrală a lui Stokes, integrala curbilinie 7 devine 


i-a y — z)(x — R) + y(z = x) + 2 — mo =2 | (z — y)do. 


Porțiunea S din sfera de rază R cu centrul în punctul C(R,0,0) are e- 


cuaţia carteziană explicită z = v R? — (x — R)? — y?, se proiectează în planul 
Ozy după mulţimea D = {(x,y) € IR? : z?°+y?—2rr < 0) şi are elementul de 


arie în punctul ei curent M (x,y,z) dat de do = dædy. 
ye — (x — RP — y4? 
Conform formulei de calcul a unei integrale de suprafață de tipul întâi, 
integrala de suprafață de mai sus se transformă în integrala dublă 


= a aaa 
= aR aiea] zona R zdzxdy. 


y 


A doua integrală dublă este egală cu zero deoarece funcția de integrat este 

impară în raport cu variabila y, iar doemniul D de integrare este simetric față 

de axa Oz. Prima integrală dublă este aria discului de rază R. Prin urmare, 

valoarea integralei Z este I = 2R J drdy = 2r r° R. m 
D 


Exercitiul 5.6.2 Să se calculeze integrala curbilinie 
I= J (y? — 2de + (22 — x°)dy + (22 — y°)dz, 
c 


C fiind curba de intersecție a frontierei cubului 0 < x < a, O < y < a, 
0 <z <a cu planul 2(x+y+z)—3a = 0 parcursă în sens direct dacă privim 
dinspre partea pozitivă a azei Oz. 


Soluţie. Se aplică formula lui Stokes şi se găseşte 


I = —2 J (y + z)dydz + (z + x)dzdxz + (x + y)dzdy, 
S 


unde S este partea de pe faţa superioară a planului z = 3a/2 — x — y care se 
proiectează pe planul Ozy în hexagonul de vârfuri Mı (a, 0,0), M2(a,a/2,0), 
M;z(a/2, a, 0), M4(0, a, 0), M;(0, a/2, 0), Ms(a/2, 0, 0). 

Rezultă I = —9a5/2. m 


Capitolul 6 


Integrala triplă 


În acest capitol vom defini noţiunea de integrabilitate a unei funcţii reale 
de trei variabile reale independente şi apoi, legat de aceasta, vom introduce 
conceptul de integrala triplă pe o anumită submulțime a spaţiului aritmetic 
tridimensional a unei funcţii reale de trei variabile reale definită pe acea 
mulţime. 

Integralele triple sunt aplicate pe scară largă în diverse probleme de fizică, 
mecanică şi inginerie. Câteva din aceste aplicaţii vor fi prezentate în ultimul 
paragraf al acestui capitol. 

În multe privinţe integralele triple sunt analoage integralelor duble şi, ca 
urmare, vom omite acele demonstraţii care nu diferă esenţial de demonstra- 
tiile corespunzătoare din capitolul în care s-a studiat integrala dublă. 


6.1 Elemente de topologie în IR’ 


Mulţimile care vor fi considersate în acest capitol vor fi submulţimi ale 
spaţiului afin euclidian tri-dimensional €3, raportat la un reper Cartezian 
ortogonal Oxyz şi asociat spaţiului liniar RS. Definiţiile unor noţiuni topo- 
logice legate de aceste submulţimi precum: punct interior al unei mulţimi; 
frontiera unei mulţimi; mulţime deschisă; mulţime închisă; mulţime conexă; 
domeniu; domeniu închis; diametru unei mulţimi pot fi transpuse uşor mul- 
timilor incluse în €3, pornind de la noţiunile topologice similare referitoare 
la submulţimi ale planului afin euclidian. 

Când am introdus integrala dublă am folosit noţiunea de mulţime plană 
măsurabilă Jordan sau mulţime carabilă şi de arie a acesteia. În mod simi- 
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lar, definiţia integralei triple se bazează pe noţiunea de mulțime cubabilă sau 
măsurabilă Jordan şi de volumul unei astfel de submulţimi a spaţiului afin eu- 
clidian tridimensional. Pentru aceasta vom porni de la noţiunea de poliedru 
sau de mulţime poliesdrală şi de volum al acestuia, cunoscute din geometria 
elementară. Extinderea acestor noţiuni la clase mai largi de mulţimi poate fi 
efectuată în acelaşi mod în care, plecând de la figuri plane poligonale, au fost 
introduse noţiunile de mulţime carabilă şi de arie a unei asemenea mulţimi. 
Vom prezenta. pe scurt această extindere. 

Un domeniu poliedral sau solid poliedral este o submulțime a lui E; a 
cărei frontieră este o reuniune finită de poligoane. Volumul V(P) a unui 
solid poliedral este un număr nenegativ care posedă următoarele proprietăţi: 


1. (monotonia). Dacă P şi Q sunt două solide poliedrale, iar P este inclus 
în Q, atunci 
V(P) < V(Q); 


2. (aditivitatea). Dacă P şi Q sunt două solide poliedrale fără puncte 
interioare comune, atunci 


V(PUQ) =V(P)+ VQ); 


3. (învarianţa). Dacă solidele poliedrale P şi Q sunt congruente, volumele 
lor sunt egale. 


Aceste trei proprietăţi se pot păstra când noţiunea de volum se extinde 
la o clasă mai largă de mulţimi din £3. 

În acest sens, considerăm o mulţime mărginită arbitrară ® C £3 şi, to- 
todată, toate corpurile poliedrale scufundate în $. Marginea superioară a 
volumelor solidelor poliedrale scufundate se numeşte măsura interioară 
Jordan a mulţimii $. În cazul în care nu există mulţimi poliedrale care să 
poată fi scufundate în $, prin definiţie, atribuim mulţimii & măsură inte- 
rioară, Jordan nulă. 

În mod similar, se introduce măsura Jordan superioară a mulţimii ® 
ca fiind marginea inferioară a tuturor solidelor poliedrale cu proprietatea că 
mulţimea $ este scufundată în oricare din ele. 


Definiţia 6.1.1 Spunem că o mulțime P C E; este măsurabilă Jordan 
sau cubabilă dacă măsurile Jordan interioară şi exterioară ale acesteia sunt 
egale. Valoarea comună a acestor măsuri se numeşte volumul lui $ şi se 
notează cu V (®) sau cu vol®. 
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Teorema următoare se demonstrează la fel cu cea similară pentru cazul 
mulțimilor plane prezentată în primul paragraf al capitolului în care s-a 
studiat integrala dublă. 


Teorema 6.1.1 Condiţia necesară şi suficientă ca figura spațială ® să fie 
măsurabilă Jordan sau cubabilă este ca pentru orice e > 0 să existe figurile 
poliedrale P C b şi Q D b astfel încât 


V(Q) — V(P) <e. 


Definiţia 6.1.2 Spunem că o mulţime din spaţiu are vloumul egal cu zero 
dacă ea poate fi scufundată întrun corp polhedral de volum arbitrar de mic. 


Folosind noţiunea introdusă în definiţia de mai sus, putem reformula Te- 
orema 6.1.1 după cum urmează. 


Teorema 6.1.2 Mulțimea $ C Ez are volum dacă şi numai dacă frontiera 
sa are volumul egal cu zero. 


Criteriul care rezultă din Teorema 6.1.2 stabileşte existenţa unor clase 
largi de submulţimi ale spaţiului E; care au volum. Spre exemplu, corpurile 
compuse dintr-un număr finit de cilindri, având interioare disjuncte două 
câte două, cu bazele inferioare mulţimi carabile din planul Ozy şi bazele 
superioare suprafeţe netede descrise de ecuaţii de forma z = f(x, y), formează 
o astfel de clasă. Volumul fiecărui cilindru component este egal cu integrala 


did || Pav dray, 
D 


unde D este baza acelui cilindru. 

O altă clasă importantă de mulţimi tridimensionale care au volum este 
alcătuită din mulțimile spaţiului care sunt mărginite de un număr finit de 
suprafeţe netede. Altfel spus, o mulţime din spaţiu mărginită de o suprafaţă 
închisă netedă sau netedă pe porţiuni este o mulţime cubabilă. Această 
afirmaţie se demonstrează asemănător cu afirmaţia că o curbă plană netedă 
pe porţiuni are aria egală cu zero, dar aplicarea demonstraţiei la cazul cor- 
purilor presupune detalieri complicate care nu au fost prezentate în această 
lucrare. 

Procedând asemănător ca în capitolul în care am studiat integrala dublă 
putem stabili uşor valabilitatea următoarelor afirmaţii: 
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1. Reuniunea $ a două mulţimi măsurabile Jordan $, şi ə este o mul- 
time cubabilă şi, dacă interioarele mulțimilor $, şi ə sunt disjuncte, 
volumul lui $ este suma volumelor mulțimilor $, şi 63; 


2. Intersecţa a două mulţimi măsurabile Jordan este o mulţime cubabilă. 


6.2 Definiția integralei triple 


Fie V un domeniu spaţial mărginit de o suprafaţă netedă sau netedă pe 
porţiuni şi f(P) = f(x,y,z) o funcţie reală definită şi mărginită pe închiderea 
mulţimii V. Descompunem domeniul V printr-o reţea de suprafeţe netede pe 
porţiuni în subdomeniile 


Vi, Və, aa MA <, Va (6.1) 
care nu au puncte interioare în comun şi care satisfac condiţia, 
V= VUR Use U VW (6.2) 


Definiţia 6.2.1 Fie V; mulțimile din (6.1) care satisfac (6.2). Atunci, mul- 
timea 

A > IV, Və, Seda Va <, Vn} (6.3) 
se numeşte diviziune a domeniului V, iar mulțimile V; se numesc ele- 
mentele diviziunii. 


Definiţia 6.2.2 Fie diviziunea A din (6.3). Se numeşte norma sau fineţea 
diviziunii A numărul pozitiv v(A), sau ||], egal cu cel mai mare dintre 
diametrele elementelor diviziunii A. 


Frontiera unui element al diviziunii A fiind o suprafaţă închisă netedă pe 
porţiuni este măsurabilă Jordan. Să notăm cu 7; volumul elementului V; şi 
cu Y volumul lui V. Avem 


În fiecare element V; al diviziunii A alegem câte un punct P;(4,,n;,G;), numit 
punct intermediar, apoi alcătuim suma integrală a funcţiei f 


oal f, Pi) = `y Fléi Mi Gi) Ti (6.4) 
i=1 


corespunzătoare diviziunii A şi punctelor intermediare P; € V;. 
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Definiţia 6.2.3 Spunem că funcţia f este integrabilă pe mulţimea măsu- 
rabilă Jordan V dacă există şi este finită limita I a sumelor integrale (6.4), 
iar I nu depinde de alegerea punctelor intermediare. 


Definiţia 6.2.4 Dacă f : V — R este integrabilă pe V C Ez, numărul 
I= li P, 
„lira calfe i) 


se numeşte integrala triplă pe domeniul V a funcției f şi se notează cu 
unul din simbolurile 


1=]|| rosu 2) doavaz = fff raw do =f] FP) dv. 
V V V 


Având în vedere definiţia limitei rezultă că putem da o definiţie echiva- 
lentă a integrabilităţii functiei f : V — R. 


Definiţia 6.2.5 Funcţia f : V — R se numeşte integrabilă pe V C E 
dacă există numărul real I cu proprietatea că oricare ar fi e > 0 există 
ô(£) > 0 astfel încât să avem 


loa(f,P;) — 1] <e 


pentru orice diviziune A cu v(A) < (£) şi pentru orice alegere a punctelor 
intermediare P; € V;. 


6.3 Condiții de existență a unei integrale tri- 
ple 


Ca şi în cazul funcțiilor reale de una sau două variabile independente, o 
funcţie f arbitrară dar mărginită, de trei variabilele independente z, y şi z, 
nu este întotdeauna integrabilă pe mulţimea ei de definiţie. Pentru a stabili 
condiţii suficiente de existenţa a integralei triple pe mulţimea V din funcţia 
reală f definită pe V, vom folosi sumele Darboux inferioară şi superioară 
corespunzătoare diviziunii A din (6.3). 

Fie f(x,y,z) o funcţie mărginită definită pe o mulţime măsurabilă Jordan 
V. Notăm cu P totalitatea diviziunilor mulţimii V şi fie A o diviziune a lui V. 
Funcţia f fiind mărginită pe V va fi mărginită pe elementul V; al diviziunii 
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A E€ D şi deci există numerele reale M; şi m; marginea superioară şi respectiv 
marginea. inferioară a valorilor funcţiei f pe elementul V; a diviziunii A, iar 
cu 7; volumul lui V;. Expresiile: 


Salf) = Mari sa(f) = muri (6.5) 


se numesc suma Darboux superioară şi respectiv suma Darboux inferioară 
pentru funcţia f corespunzătoare partiției A. 

Proprietăţile sumelor Darboux introduse în (6.5) sunt asemănătoare su- 
melor Darboux introduse la integrala dublă motiv pentru care ne vom limita 
doar la enumerarea acestora. 


1. Pentru orice diviziune A € D şi pentru orice alegere a sistemului de 
puncte intermediare P;(4;,n;,G;) € Vi, suma integrală asociată func- 
tiei f este cuprinsă între suma Darboux inferioară şi suma Darboux 
superioară ale funcţiei f corespunzătoare diviziunii A 


WSS EnO 2 al): 
i=l 


2. În procesul de rafinare a divizării mulţimii V sumele Darboux inferioare 
cresc, iar sumele Darboux superioare descresc. Prin urmare, dacă sa(f) 
şi SA(f) sunt sumele Darboux ale funcţiei f corespunzătoare modului 
de divizare A € D, iar sa: (f) şi Sa(f) sunt sumele Darboux ale funcţiei 
f corespunzătoare unei alte partiţii A’ € D, mai fină decât diviziunea 
A, avem 


sa(f) < sa (f) < Salf) < Sa(f). 


3. Fie A’ şi A” două diviziuni arbitrare ale mulţimii V şi fie sa (f), Sa (f) 
gi sar( f), Sar( f), sumele Darboux asociate funcţiei f corespunzătoare 
acestor partiţii. Atunci, avem 


salf) < Sar(f) şi san(f) < Salf) 


adică orice sumă Darboux inferioară a funcţiei f corespunzătoare unui 
mod arbitrar de divizare, nu poate întrece suma Darboux superioară 
asociată aceleiaşi funcţii corespunzătoare oricărui alt mod de divizare 
a mulţimii V. 
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4. Mulțimea sumelor Darboux superioare ale funcției f definită pe mul- 
timea carabilă V C E3 corespunzătoare modurilor de diviziune A € D 
este mărginită inferior. Un minorant al acestei mulțimi este oricare 
sumă Darboux inferioară a funcției f corespunzătoare unui mod de 
divizare A € D. 


5. Multimea sumelor Darboux inferioare ale functiei f : V — IR? cores- 
punzătoare mulțimii modurilor de divizare D este mărginită superior. 
Un majorant al acestei mulțimi este desigur oricare sumă Darboux 
superioară a funcției f corespunzătoare oricărui mod de divizare a mul- 


timii V. 
6. Dată funcţia f : V C E — IR există numerele reale: 
J = imf(Sa(f): A € D}; J=sup{sa (f): A € D}, 


numite integrala Darboux superioară şi integrala Darbouz inferioară ale 
functiei f: V — R. 


Teorema 6.3.1 Integralele Darboux inferioară şi superioară ale funcției re- 
ale de trei variabile reale f definită pe multimea măsurabilă Jordan V C IR? 
satisfac inegalitatea 

J < J. 


Demonstraţie. Presupunem contrariul şi anume că J > J. Atunci, există 
un număr £ > 0 astfel încât 


J- > e > 0, (6.6) 


Pe de altă parte, după teoremele de caracterizare ale marginilor inferioară 
şi superioară, putem spune că pentru e > 0 de mai sus există o sumă Darboux 
superioară Qı şi o sumă Darboux inferioară wə astfel încât 


w-7I<É si J- m< 


de unde deducem 


In consecință, în conformitate cu (6.6), avem 


Qi — w < 0 
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care contrazice una din proprietatăţile sumelor Darboux. m 


Următoarea teoremă de existența a unei integrale triple se demonstrează 
aplicând argumente similare celor din demonstrația teoremei de existență a 
unei integrale duble. 


Teorema 6.3.2 Orice funcție continuă f definită pe mulțimea cubabilă com- 
pactă V C IR? este integrabilă pe V. 


Ca şi la integrala dublă, condiţia de continuitate a integrantului este 
destul de restrictivă. De aceea, teorema următoare stabileşte existenţa, inte- 
gralei triple pentru o clasă de funcţii discontinue. 


Teorema 6.3.3 Dacă funcţia reală f(x,y,z), mărginită pe mulţimea cuba- 
bilă compactă V, este continuă peste tot în V cu excepția unei mulţimi de 
volum egal cu zero, atunci ea este integrabilă pe V. 


6.4 Proprietățile integralei triple 


Proprietăţile integralei triple sunt analoage celor ale integralei duble şi de 
aceea ne vom limita doar să le enumerăm. 


1. (liniaritate). Dacă funcţiile reale de trei variabile reale f şi g sunt 
integrabile pe mulţimea măsurabilă Jordan V, iar À şi u sunt constante 
reale arbitrare, atunci funcţia Af + ug ale cărei valori se calculează 
după legea 


(Af + ug)(z,y, z) = A fiz,y,2) + u glz, y, z), (Y) (z,y,2) EV, 


este integrabilă pe V şi 


JI (Af + ug)(z, y, z) dv = 
V 


=à Jff teud wt n fff tou ao. 
v V 


2. (aditivitate). Dacă V = Vi U Vz, unde V; şi Vz sunt mulţimi cubabile 
compacte, iar Vi C IR? şi Va C IR? nu au puncte interioare comune şi 
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funcţia f : V — R este integrabilă pe V, atunci f este integrabilă pe 
fiecare din mulțimile Vi şi V2 şi are loc egalitatea 


V 
=I f(x,y,z) drdydz+ m f(z, y, z)dzdydz. 
vi 2 


3. (monotonie). Dacă f este integrabilă pe V şi 
f(zy,2) > 0, 0) (eye, 


integrala triplă din funcţia f satisface inegalitatea 
JI] f(z,y,2)dzdydz > 0. 
V 


4. (monotonie). Dacă f şi g sunt integrabile pe mulţimea măsurabilă 
Jordan V şi 


F(z,y,z) < gl(z,y,z), (Y) (2,y,2) E€ V, 


între integralele celor două funcţii avem inegalitatea 
I f(x,y, z)drdydz < JI g(x, y, 2) dzdydz. 
V V 


Această proprietate a integralei triple implică următoarele două pro- 
prietăţi. 


5. (evaluarea valorii absolute a integralei triple). Dacă f este integrabilă 
pe mulţimea măsurabilă Jordan V, atunci funcţia valoarea absolută a 
lui f este integrabilă pe V şi 


pi f(z, y,#) dædydz| < Vl | (2, y, 2) ldzdydz. 
ui v 
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6. (teorema valorii medii). Dacă funcţia reală de trei variabile reale f este 
integrabilă pe mulţimea măsurabilă Jordan V şi satisface inegalitatea 


m < f(x,y,z) < M, (Y) (z,y,2) €V, 


iar vol V este volumul lui V, atunci 


mvo V < J|| Pow 2) dxdyaz < M valv. 
V 


Dacă funcţia f este în plus continuă pe V, teorema valorii medii devine 


7. Dacă f este funcţie continuă pe mulţimea cubabilă compactă V, există 
un punct (£, n, C) € V, astfel încât 


JII f(x,y, z)dxzdydz = f(€,n,¢)volV. 
V 


8. Este evidentă egalitatea 


îi ] idii 
V 


6.5 Evaluarea integralei triple 


vol V. 


6.5.1 Integrala triplă pe intervale tridimensionale în- 
chise 


Teorema 6.5.1 Dacă funcția reală mărginită, de trei variabile reale, 
f : [a,b] x [c,d] x [u,v] > R, 
—œ <a <b< +œ, =% <c<d<+%, =~% <u <v < +0 
este integrabilă pe intervalul tridimensional închis 
Is = [a,b] x [c,d] x [u,v] 


şi pentru orice (x,y) € I» = |a, b] x |c, d] există numărul real F(x,y) definit 
de integrala depinzând de parametrii x şi y 


v 


Fe) = | Pow, (6.7) 


u 
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atunci funcția 
v 


F: h — R, F(x,y) =] f(z,y,2)dz, (Y) (zy Ek 


u 


este integrabilă pe intervalul bidimensional I> şi are loc egalitatea 
JII f(x,y, 2) dadydz = F(z,y) drdy al o f(£,y, z)dz)dxdy. 
I3 I2 I2 i 
(6.8) 


Demonstraţie. Fie d, d” şi d” diviziuni ale respectiv intervalelor reale 
compacte [a,b], [c,d] şi [u, v] : 


d = dto tne ein di paie 
d = {YoY Yi Yit Yny; (6.9) 
d” = {20, 21; tt; Zk) Dia Zp}, 
unde 
a = SD E ti <ie < Ti < Tipi Li <l Em = b, 
C = YIL Si L Yi L Yn = d, 
u = Z2 < Zk k+ S lp = v. 


Cu ajutorul diviziunilor d',d”, d” putem defini o diviziune A a intervalului 
tridimensional închis Ts 


A = (1obos ioo; ++: Tijk, + Imnph (6.10) 
unde elemntele 1; ale acesteia sunt intervalele tridimensionale închise 


Tijk = [£i Ziz] xX Yj, Yj+1l x [Zk Zk+1l, 


i=0, 1,- m-l, j= 0, PE / Aaa k =0, de e ppt la 


iar cu ajutorul diviziunilor d! şi d” definim o diviziune A’ a lui J, unde 
elementele lui A’ sunt intervalele bidimensionale închise 
Ii = [£i Tia) X [Yj vinul 


| (6.11) 
(i=0,1,--m-— 1, j=0, 1,---,n-— 1). 
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Notăm | 
Mijk = inf{ f(x,y,z) : (x,y,z) = Lijk}, 


Mik = sup{ f(x,y,z): (x,y,z) € Lin). 
Aceste cantități sunt numere reale deoarece funcția f este mărginită pe fiecare 
din intervalele tridimensioanle închise Ip. 

Deoarece urmărim să demonstrăm că funcţia F definită de (6.7) este inte- 
grabilă pe intervalul bidimensional închis J> va trebui să considerăm sumele 
integrale ale funcţiei F corespunzătoare tuturor diviziunilor A’ ale inter- 
valului bidimensional 2, ale căror elemente au forma (6.11), pentru alegeri 
arbitrare ale punctelor intermediare (¢;, nj) € [;;. Aceste sume au forma 


m-l n 


op (F , (éi, n;)) =D 5 F( (E nj) (Tizi = zi) (Yj E yj). (6.12) 


i=1 j=1 


Dacă ținem seama de modul cum a fost definită funcţia F şi de propri- 
etatea de aditivitate în raport cu intervalul de integrare a integralei Riemann, 
avem 


F (£i, ni) = A PE) dz = = Sa F(E: nj, z)dz 


Aplicând formula de medie integralelor simple 
ZŽk+1 
] FCE nj, z)dz 
Zk 
deducem că există numerele reale Lijk CU Mije < Hije < Mijk, astfel încât 
Zk+1 
J f(& nj z)dz = hip (2 — Zk). 
Zk 


Deci, pentru sumele integrale (6.12) asociate funcţiei F definită pe in- 
tervalul bidimensional J>, corespunzătoare modului de divizare A’ şi alegerii 
punctelor intermediare (6;,n;) € Lij, avem 


oa (F, (£i 1) - 5 2 Su Hijh (Piz — Ti) (Yj+1 — Yj) (Zk+1 — 2k). 


Dacă ţinem seama de inegalităţile 
Mijk Š Hijk S Mijk, 
(i=0,1,---m-—1, j=0,1,--,n—1, k=0,1,---,p— 1) 
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rezultă, 


p—1 m-—1n-1p-—1 


o D mis vi S oa(F, Ean) < <} 2 a ijk Vij, (6.13) 


IMi 


unde v;jk este volumul intervalului tridimensional Tj 
Vijk = VOl Ilije = (£ii — i) (Yj+1 — Yj) (Zk+1 — 2k). 


Prima sumă din inegalităţile (6.13) este suma Darboux inferioară a func- 
tiei f relativă la diviziunea A a lui I3 


m-—1 n—1 p—1 


= J 9, Min ij: 
i=0 j=0 k=0 
Ultima sumă din inegalităţile (6.13) este suma Darboux superioară a func- 
tiei f relativă la aceeaşi diviziune A a intervalului tridimensional T3 


m-—1 n—1 p—1 


= DD Mijk Vijk 


i=0 j=0 k=0 


Avem deci inegalăţile 


sa(f) < oa (F, (&,n;)) < Salf) 


pentru orice diviziune A de forma (6.10) a intervalului tridimensional I3 şi 
pentru orice alegere a punctelor intermediare (£;,n;) € To. 

Fie acum (d.e un şir oarecare de diviziuni ale intervalului [a,b] cu 
proprietatea că şirul normelor acestor diviziuni (||d/.||)rem* este convergent 
la zero, (d!)rem» un şir oarecare de diviziuni ale intervalului [c,d] cu pro- 
prietatea ||d”|| — 0 şi (d )rem» un şir oarecare de diviziuni ale lui [u,v] 
cu ||d/|| — 0. Notăm cu A, diviziunea intervalului tridimensional închis 
Iz = [a,b] x [c,d] x [u, v] definită de diviziunile d., d”, d” ale respectiv inter- 
valelor închise fa, b], [c, d], [u, v] si cu A”. diviziunea intervalului bidimensional 
închis J2 = [a,b] x [c, d] definită de diviziunile d! şi d/. Se vede că 


Idg — 0, I&i => 0 = lAl — o0 si lAl — 0. 
Pentru fiecare r avem inegalităţile 


sa, (f) < oa (F, (Sia n)) < Sa,(f). (6.14) 
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Funcţia f fiind integrabilă pe 13, aplicând criteriul de integrabilitate a lui 
Darboux, avem 


lim Sa,(f) = lim sa,(f) = ff] Fe, w2)dzăyăz. (6.15) 
I3 


Trecând la limită în (6.14) şi ţinând cont de (6.15), obţinem 


lim Ca (F , (éi n;)) Jj f(x,y,z) dzdydz. (6.16) 


Dacă ţinem seama de definiţia integralei duble a unei funcţii reale de două 
variabile reale se vede imediat că 


lim oa (F (8,1) -f F(x,y) drdy. (6.17) 


Din egalităţile (6.16) şi (6.17) obţinem (6.8) şi teorema este demonstrată. m 


De obicei se foloseşte notația 
f(x,y,z) drdydz = || dxzdy “Fay, z)dz. (6.18) 
reset po] 


În cazul integralelor duble am utilizat notația 


J F(x,y)dxzdy = [af F(z,y)dy. (6.19) 


Ţinând cont de faptul că avem egalitatea 


| Penas = T dy E dz, (6.20) 


folosind (6.19) şi (6.20) constatăm că (6.8) se scrie în forma 


JI f(x,y,z) dzdydz = f de fay f f(z, y, z) dz. (6.21) 


Putem spune că (6.8), (6.18) şi (6.21) reprezintă formule de calcul a in- 
tegralei triple pe un interval tridimensional închis. 
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Observaţia 6.5.1 Integrala triplă pe un interval tridimensional închis este 
o îteraţie de integrale simple, deci un calcul succesiv a trei integrale Riemann 
ale unor funcţii reale. Prima integrală din membrul doi a relaţiei (6.21), efec- 
tuată în raport cu variabila z pe intervalul |u, v], este o integrală depinzând de 
doi parametri, a doua integrală simplă, calculată în raport cu y pe compactul 
[c,d], este o integrală depinzând de parametrul x. Ultima integrală, efectuată 
între limitele a şi b, este tocmai integrala triplă a funcţiei f pe intervalul 
tridimensional Íz. 


Observaţia 6.5.2 Dacă presupunem că funcţia f : I3 — IR este integrabilă 
şi integralele: 


Gw) = | Hawdaz Hea) = | Hend 


ezistă pentru orice (y,2) € [c,d] x [u,v] şi respectiv pentru orice (z,x) € 
[u,v] x [a,b], atunci procedând ca în teorema de mai sus putem deduce urmă- 
toarele două formule de calcul ale integralei triple pe intervalul tridimensional 
închis I3 = [a,b] x [c,d] x [u,v] : 


f| tenaa = [au [a franda 
I3 
Jin e eoa 
I3 


Observaţia 6.5.3 Dacă f(x,y,z) = g(z)- h(y)- k(2) şi funcțiile reale de 
o variabilă reală g : |a, b] > R, h : |c, d] > R, k : [u,v] > R sunt 
integrabile Riemann, atunci f este integrabilă pe intervalul tridimensional 
închis I3 = |a, b] x [c,d] x [u,v] şi are loc egalitatea 


JI f(z, y, z) dedy = f saz: f hyay: f kloaz, 


relație care arată că în acest caz particular integrala triplă este un produs de 
trei integrale simple. 
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6.5.2 Integrala triplă pe un domeniu simplu în raport 
cu axa 02 


Pentru a da regula de calcul a unei integrale triple în cazul în care domeniul 
de integrare V nu mai este un interval tridimensional închis este necesară 
noţiunea. de domeniu simplu în raport cu una din axele reperului cartezian 
rectangular Oxyz. 


Definiţia 6.5.1 Se numeşte domeniu simplu în raport cu axa Oz sub- 
mulțimea V; a lui IR? 


Veen e BR: aE Da C Oz pliu) << pala), 
unde pi, p2 sunt funcții reale continue pe submulțimea Day a lui R. 


Analizând definiția domeniului simplu în raport cu axa Oz, constatăm că 
frontiera acestuia este alcătuită din suprafețele: 


(S1) N R pı(z,y), (x,y) E Day; (S2) 2 = p2lx,y), (x,y) E Day, 


pe care le putem numi baza inferioară şi respectiv baza superioară a dome- 
niului de integrare V,, şi din porţiunea de suprafaţă cilindrică 


(Se) = (zwz2)e Rt: (x,y) € Da, p(x, y) < z < palz, y)}, 


unde OD, este frontiera mulţimi Day, curbă închisă netedă pe porţiuni. 
Mulțimea plană D, din definiţia domeniului simplu în raport cu axa Oz 
este proiecția ortogonală a mulţimii V, pe planul Oxy. Suprafaţa cilindrică 
Sp are generatoarele paralele cu Oz şi curba directoare frontiera domeniului 
Doy: 
Un domeniu simplu în raport cu axa Oz are proprietatea că orice paralelă 
la axa Oz printr-un punct (x,y) din interiorul domeniului Da, orientată la 
fel cu axa Oz, pătrunde în domeniul V, prin punctul P(x, y, p1(2,y)) pe care 
putem să-l numim punct de intrare în domeniu şi iese din V, prin punctul 
Q(z, Y, pa(2,y)) care poate fi denumit punct de ieşire din domeniul V,. 
Procedând exact ca în cazul teoremei de la integrala dublă avem: 


Teorema 6.5.2 Fie V, un domeniu simplu în raport cu axa Oz şi f o func- 
ție reală mărginită. definită şi integrabilă pe mulțimea V,. Dacă pentru orice 
(x,y) E Day, fizat, există integrala depinzând de parametrii x şi y 

p2(x,y) 


Raj) | Jonii 


pı (x,y) 


Capitolul 6 — Integrala triplă 321 


atunci funcția J : Day — R este integrabilă şi 
I J(x,y)dzdy =I f(x,y,z) dzdydz. 
Day Vz 


Demonstraţie. Inainte de a începe demonstraţia, să observăm că având în 
vedere expresia valorii în (x,y) E D,, a funcţiei J, integrala dublă pe D., a 
acesteia se poate scrie în una din următoarele forme 


J J(x,y) dedy pl (fn (i, 2)d2)dzdy = 


Day 
== J| azav a f(x,y, y)dz. 


Dzy 


Atunci, concluzia teoremei devine 


JIJ f(x,y, 2) drdydz = dady [S e f(x,y, 2)dz (6.22) 


w1(2y) 
Day 


şi reprezintă formula de calcul a integralei triple pe un domeniu simplu în 
raport cu axa Oz. 

Să procedăm acum la demonstraţia teoremei. 

Fieu = mințpi(z,y); (x,y) E Day) si v = maxtpa(7,y); (7,9) E€ Day) 
care sunt numere reale în baza faptului că funcţiile yı şi y2 sunt continue 
pe mulţimea compacă Da, şi, după teorema lui Weierstrass, sunt funcţii 
mărginite şi îşi ating efectiv marginile. Atunci, cilindrul C = (x,y,z) € 
RS: (x,y) E Day, u < z < v} include domeniul simplu în raport cu axa Oz 
la care se referă enunţul teoremei. 

Considerăm funcţia reală auxiliară f*, definită pe cilindrul C, 


f(x,y,z), dacă (az) €V; 


fr (2) = 0, dacă (z,y,z)eCiV,. n 


Această funcţie satisface ipotezele Teoremei 6.3.3. Într-adevăr, deoarece val- 
orile sale coincid cu cele ale funcției f pe mulţimea V, putem afirma că f* 
este integrabilă pe Vz. Restricţia lui f* la mulţimea C \ V, fiind funcţia iden- 
tic nulă rezultă cà este integrabilă. Dacă la aceste două rezultate adăugăm 
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şi proprietatea de aditivitate a integralei triple deducem că funcţia f* din 
(6.23) este integrabilă. Mai mult, avem evident: 


JIJ Ao e Í l fi f(x, y, 2) dzdydz; (6.24) 
Vz V, 


pi f(x,y, z)dxzdydz = 0, (6.25) 


eW- 


JI f(x,y, z)dxzdydz iii f(x,y, 2) drdydz. 
d V, 


În afară de aceasta, pentru fiecare pereche (x,y) situată în Dry are loc 
egalitatea 


deci 


T f“ (x,y, 2)dz = 
p2(x,y) 


v 6.26 
Fey, zdz+ | f*(£,y,z)dz (040) 


p2 (x,y) 


p1(2y) a 
i f (2, y,z)dz + 


Pi (x,y) 


din motiv că fiecare din integralele din membrul doi există. Apoi, dat fiind 
faptul că pe segmentele de dreaptă incluse în C care unesc respectiv perechile 
de puncte 


(z,y,u), (x,y, pı(z,y)) si (x,y, p2(x,y)), (zwv), 


valorile funcţiei f* sunt egale cu zero, deducem că prima şi a treia integrală 
din membrul doi al relației (6.26) sunt nule, fapt care conduce la egaliatatea 


Y p2(x,y) 
i f(x,y, z)dz =) fiu z) dz. 


Pi (x,y) 


Integrala triplă din funcţia f* pe mulțimea C poate fi redusă la iteraţia 
de integrale 


f ] i f*(z,y, 2) dedydz = J dzdy 1 ' f (&,y, 2) dz. (6.27) 
C Day 


Relațiile stabilite mai sus conduc la concluzia teoremei. m 
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Exercitiul 6.5.1 Să se calculeze integrala triplă 
T- JIJ drdydz 
JI ekg) 


unde Q este tetraedrul delimitat de planele de coordonate x = 0, y = 0, z = 0 
şi de planul r+y+z2z—1=0. 


Soluţie. Proiecţia domeniului de integrare pe planul Ozy este triunghiul 
dreptunghic isoscel cu unghiul drept în origine şi unghiurile de 450 în punctele 
A(1,0,0) şi B(0,1,0). 

Domeniul Q este simplu în raport cu axa Oz deoarece orice paralelă la 
axa Oz dusă printr-un punct din interiorul triunghiului mai sus menţionat 
pătrunde în domeniul Q în punctul P(z,y,0) şi iese din domeniu în punctul 
Q(z,y, 1 —z — y). Prin urmare avem că pi(z,y) =0 şi po(x,y)=1l—x—y. 

Proiecţia domeniului Q pe planul Oxy este 


Day = {(x,y) E R2: 0<£<1,0<y<1-rzr}. (6.28) 


Dacă aplicăm formula (6.22), avem 


1 1 1 
fe 3] la a aazăv. (6.29) 


Analizând (6.28) constatăm că domeniul D, este simplu în raport cu 
axa Oy. Prin urmare, pentru calculul integralei duble (6.29) se poate aplica 
formula (4.37). Avem 


1 pl l-a 1 1 1 ft 1 „YI 
A de], amo zi, (a al de 


După efectuarea diferenţei valorilor primitivei în cele două limite de in- 


tegrare, găsim 
af 1 xr—3 
I=3 | | da. 
2 Jo (e ga 


Integralele definite la care s-a ajuns sunt imediate şi prin urmare 


z — 3) 5 
1= (m VTFa+ = ma Š. 
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6.5.3 Integrala triplă pe un domeniu simplu în raport 
cu axa Or 


Definiţia 6.5.2 Se numeşte domeniu simplu în raport cu axa Oz sub- 
mulțimea V, a lui IR? 


Vz a {(x,y,2) € IR? : (y, z) E Dyz G Oyz, pily, z) < T < paly, z)}, 


unde funcţiile reale pı şi V> sunt definite şi continue pe submultimea Dy, a 
lui IR?, situată în planul Oyz, valorile acestora fiind astfel încât yı(y, z) < 
paly, 2) oricare ar fi (y, z) € Dyz 


Frontiera unui domeniu simplu în raport cu axa Oz este alcătuită din supra- 
fețele: 


(31): x= pily, z), (y2) E€ Dyz; (£2): £ = p2(y, 2), (y, z) E€ Dyz, 


numite baze şi suprafată cilindrică 


(Xo) = {(x,y, z) = IR? : (y, z) = Dyz, p(z, y) < Z < palz, y)}, 


unde D, este frontiera mulţimi D}z, curbă închisă netedă pe porțiuni. 

Mulțimea plană Dyz este proiecția ortogonală a mulţimii V, pe planul 
Oyz. Suprafaţa cilindrică X; are generatoarele paralele cu Oz şi curba direc- 
toare frontiera domeniului Dyz. 

Un domeniu simplu în raport cu axa Ox are proprietatea că orice par- 
alelă la axa Oz printr-un punct (y, 2) din interiorul domeniului Dz, având 
orientarea axei Ox, pătrunde în domeniul V, prin punctul P(yi(y,2),y,2) si 
iese din V; prin punctul Q(V2(y, 2),y,2). 


Teorema 6.5.3 Dacă funcția reală f este integrabilă pe domeniul Vz, simplu 
în raport cu aza absciselor şi pentru orice (y,2) E Dyz, fizat, există integrala 
depinzând de parametrii y şi z 


12(y,2) 
U(y, z) =] f(z,y, 2)dz, 
1b1(y,2) 
atunci funcţia 
12(y,2) 
U Dy >R, U(y,z)= ] 7 REZA lu 
1b1.(y,2) 
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este integrabilă şi 


J U (y, 2) dydz a f(x,y,z) drdydz. (6.30) 
Dyz Vs 


Integrala dublă pe domeniul D,z din funcţia U se mai poate scrie ca 


J (Mau, (z, y, 2)dz)dydz = 


J dydz Apa f(z,y,y)dr. 


Ţinând cont de ultimele egalităţi deducem că (6.30) poate fi scrisă în forma 


JIJ f(z,y, z) dzdydz =) dude f” si f(æ,y,zjde (6.31) 
1 (y,z 


care reprezintă formula de calcul a integralei triple pe un domeniu simplu în 
raport cu axa Oz. 


J U(y,z)dydz 


Dyz 


6.5.4 Integrala triplă pe un domeniu simplu în raport 
cu axa Oy 


Definiţia 6.5.3 Submulţimea V, a lui IR? 
Vy = {(x, x, z) e IR’ : (7, z) E Drz C Oxz, xl, z) < y < X2(x,z)}, 


unde funcţiile reale Xı şi X2 sunt definite şi continue pe submultimea Dz, a 
lui IR?, situată în planul Ozz, valorile acestora fiind astfel încât xu(x, 2) < 
Xo(x, z) oricare ar fi (x,z) € Dzz, se numeşte domeniu simplu în raport 
cu axa Oy. 


Suprafețele care mărginesc un domeniu simplu în raport cu axa Oy sunt: 
(Sı) : Y= xı(z, z), (x, z) = E DA (S2) : y= Xo(z, z), (x, z) = a AR 
numite baze şi suprafaţă cilindrică Se 


(So) => {(x,y, z) € R? : (x, z) E Drz, Xıl, y) = Z < X(x, y)}, 
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unde OD, este frontiera mulţimi Drz, curbă închisă netedă pe porţiuni. 

Mulțimea plană D,- este proiecția ortogonală a mulţimii Vy pe planul 
Oxz. Suprafaţa cilindrică (S) are generatoarele paralele cu Oy şi curba di- 
rectoare frontiera domeniului Dyz. 

Un domeniu simplu în raport cu axa Oy are proprietatea că orice par- 
alelă la axa Oy printr-un punct (x, 2) din interiorul domeniului Daz, având 
orientarea axei Oy, pătrunde în domeniul V} prin punctul P(x, xı(x, 2), 2) şi 
iese din Vy prin punctul Q(x, x(x, z), 2). 


Teorema 6.5.4 Dacă funcţia reală mărginită f este integrabilă pe domeniul 
V,, simplu în raport cu axa Oy, şi pentru orice (x,2) € Daz, fizat, există 
integrala depinzând de parametrii x şi z 


X2(,2) 
Wa) = | fey 2)dy, 
Xa (2,2) 
atunci funcţia 
Xa (2,2) 
W:Da>R, W(z)= | few 
XI (2 


este integrabilă şi 


J W (x, 2) drdz a f(x,y, 2) dzdydz. (6.32) 
Dea Vy 


Integrala dublă pe domeniul D. din funcţia W se poate scrie în una din 
următoarele forme: 


J| We, 2) dace = J e f(2, y, 2)dy )dadz; 


Xa (2,2) 
Daz 


J W(x, 2) dxzdz J dada [e f(x,y, y)dy. 


xılx,z) 
Ida Daz 


Ţinând cont de aceste egalităţi deducem că formula de calcul a integralei 
triple pe un domeniu simplu în raport cu axa Oy este 


Jj. f(x,y, 2) dzdydz =) drdz m K f(x,y, z)dy. (6.33) 
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6.5.5 Integrala triplă pe un domeniu oarecare 


Dacă domeniul de integrare V nu este simplu în raport cu nici una din axe, 
prin plane paralele la unul din planele de coordonate poate fi descompus 
întrun număr finit de subdomenii, 


V, V» =V œa V = WUKU- -UV 


şi fiecare din domeniile V; (i = 1,2,- --,p) să fie simplu în raport cu una din 
axe. 

Folosind apoi proprietatea de aditivitate a integralei triple ca funcție de 
domeniu, avem 


[|| Neva dzaydz=¥ fff Hev, dzdydz, 
V i=1 i 


unde pentru calculul integralelor din membrul drept se aplică una din for- 
mulele de calcul stabilite mai sus. 


Exercitiul 6.5.2 Să se calculeze integrala triplă 
I A i eS drdydz 
(2 + y + 2)2 
unde I; este intervalul tridimensional închis I3 = [1,3] x [0,1] x [0,2]. 


Soluţie. Avem 


= | af, d | y a = | aa = | (a a) 


Calculând cele două integrale depinzând de parametrul z, obţinem 


3 
se) (ln(x + 1)+In(z +2) —Inz — ln (x + 3)) dz. 
1 
Integralele definite la care s-a ajuns sunt de forma integralei 
3 
J(a) =f In (x + a) dx 
1 


căreia i se poate afla valoarea dacă se integrează prin părţi. Avem: 


IX 


T; 


3 3 
Ja) = a (+a), - | aa 
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J(a) = (x+ a) (2 +a), -=al = (3 +a) In (3 +a) — (1 +a) In(1+a)—2. 
Atunci, valoarea integralei triple este 
I = J(1) + J(2) — J(0) — J(3) = 5 ln5 + 8 In 2 — 12 In3. 
Funcţia de integrat fiind pozitivă, valoarea lui Z este un număr pozitiv 


căruia i se poate da o interpretare mecanică. a 


Exercitiul 6.5.3 Să se calculeze integrala triplă 


I = fJ] y dzdydz, 
V 


unde V este tetraedrul din primul octant limitat de planele de coordonate şi 
de planul r +y +z- 2=0Q. 


Soluţie. Domeniul de integrare este simplu în raport cu axa Oz căci putem 
scrie 
Vaz) el e (20) Dap 0 ae 20), 


unde D,y este proiecția lui V pe planul Oxy 
Day = {(£,y) E R2: 0<£<2, 0<y<2-r}. 


Multimea D, este domeniu plan simplu în raport cu axa Oy. Aplicând for- 
mula de calcul a unei integrale triple pe un domeniu simplu în raport cu axa 
cotelor şi apoi formula de calcul a unei integrale duble când domeniul este 
simplu în raport cu axa ordonatelor, obținem 


1= far | yf yds f asf -s-a 


După calcularea integralei din interior, avem 


Luând expresia de sub semnul integrală între limitele indicate, găsim 


1 f2 1 3,2 

I= 2 | 2- x)de = -7e - 21] = £. 

zh Te-a- 
De observat că domeniul de integrare este simplu şi în raport cu axa Ox 
sau axa Oy astfel că pentru calculul integralei triple s-ar fi putut utiliza fie 


formula (6.31) fie formula (6.33). f= 
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Exercitiul 6.5.4 Să se calculeze integrala triplă 


I = fff (x? + y2)z dzdydz, 
V 


unde domeniul V este mărginit de paraboloidul z = x? + y? şi de sfera £? + 
y? + 22 = 6 şi conține o parte din porțiunea nenegativă a axei Oz. 


Soluţie. La fel ca în exemplul precedent şi aici domeniul de integrare este 
simplu în raport cu axa Oz căci el se poate scrie în forma 


V = (29,2) ER’: (x,y) E€ Dzy, rty <z< 6-2-4}, 


unde D, este proiecția lui V pe planul Oxy 
Day = {(x,y) E R? : £? +y <2}. 


Mulțimea D,, este discul închis cu centrul în origine şi raza V2, această 
afirmaţie deducându-se din faptul că intersecţia sferei £? + y? + 22 = 6 cu 
paraboloidul z = £z? +y? este cercul de rază v2 cu centrul în punctul (0,0,2) 
aflat în planul paralel cu planul Oxy de ecuaţie z = 2. 

Aplicând formula de calcul a unei integrale triple pe un domeniu simplu 
în raport cu axa cotelor, obţinem 


I f eap A (x? + y2)z dz = = af r +y’) 


Luând expresia de integrat între limitele de integrare precizate, găsim 


= 2 f| @ +p) (6-2-4? - (022) aa 


Dacă trecem la coordonate polare, avem 


z= p cos, y = psind, 0 € [0,2r), pe f0, v2 


ETET 


şi deci 
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6.6 Formula integrală Gauss-Ostrogradski 


Vom deduce o legătură între integrala de suprafaţă de tipul al doilea şi in- 
tegrala triplă. În acest sens, fie V C IR? un domeniu cubabil compact, 
având frontiera o suprafaţă S simplă, închisă, bilateră, netedă sau netedă pe 
porţiuni, cu Se fața sa exterioară. Versorul n al normalei exterioare întrun 
punct al suprafeţei Se are expresia 


n = cos œi + cos 8j + cos yk, (6.34) 


unde a, 8 şi y sunt unghiurile pe care acest versor îl face cu versorii i, j, k 
ai reperului Oxyz. 

Considerăm că P, Q, R sunt funcţii reale de trei variabile reale definite 
şi continue pe domeniul V. Presupunem că aceste funcţii sunt astfel încât 
divergenţa câmpului vectorial 


F(z,y,2) = P(x,y, z)i + Q(z,y,2)j + R(£,y,z) k (6.35) 
există şi este funcţie continuă pe interiorul mulţimi V. 


Teorema 6.6.1 În ipotezele de mai sus, are loc egalitatea 


P dydz + Q dzdz + R dzdy = | dxzdydz, (6.36) 
(2 re. su) 


numită. formula integrală Gauss-Ostrogradski. 


Demonstraţie. Presupunem că domeniul V este descompus întrun număr 
finit de subdomenii simple în raport cu axa Oz. Dacă aplicăm proprietatea de 
aditivitate în raport cu domeniul de integrare pentru integrala de suprafaţă 
şi pentru integrala triplă putem presupune că V este simplu în raport cu 
axa Oz şi că proiecția sa pe planul Ozy este domeniul plan compact Da, 
având frontiera OD, o curbă simplă închisă netedă sau netedă pe porţiuni. 
Atunci, frontiera S a domeniului V este o reuniune de trei suprafeţe netede 
sau netede pe porţiuni S = Sı U S2 U Sp, unde: 


(S1) : 7 => z(x,y), (x,y) e Day; 
(S2) 2 = z(x,y), (x,y) = Dry; 


Se = { (x,y,z) € IR? : (x,y) E€ Dzy, z(x,y) < z < z2(x£,y)}. (6.38) 


(6.37) 
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Suprafaţa Sı, baza inferioară a domeniului V, are normala 
nı = cos qı i + cos 61 j + cos 71 k. (6.39) 


Deoarece unghiul o dintre această normală şi versorul k este obtuz, 


urmează că, i 


Vl+pi+aq 


Oz "Oaza 
unde pı(x, y) S pr EY) q(x, y)= dy (x,y). 


Suprafaţa S2, baza superioară a domeniului V, are normala 


cos J1 = — 


nz = cos @2 i + cos B2 j + cos y2 k (6.40) 


gi pentru că unghiul > dintre nə şi k este ascuţit, avem 


1 


cos y = —————,, 
VL+ pă+ q2 


unde paz.) = Stas), ple, y) = Zle, y). 

În sfârşit, Se este suprafaţa laterală a domeniului V care, fiind o porțiune 
dintr-o suprafaţă cilindrică cu generatoarele paralele cu axa Oz şi curba 
directoare frontiera D, a domeniului D,,, are normala n; de forma 


ny = cos Qi + cos bej (6.41) 


întrucât unghiul y dintre ny şi k este egal cu 7/2. 
După aceste precizări în privința domeniului V să procedăm la calculul 


integralei triple 
I Ma (x,y,z) drdydz. (6.42) 


Aplicând formula de calcul a integralei triple pe un domeniu simplu în raport 
cu axa Oz, găsim 


I A dedy | i a (x,y, z)dz p. R(z,y,z ” dzdy, (6.43) 
(2y 
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Luând valoarea primitivei în limitele indicate, obţinem 


=] R(z,y, z2(x,y)) drdy— J| Row ze) dxdy. (6.44) 
Dar 
J| Rey, z2(7,y))dzdy = J| Ræv, 2) dzdy; 
n (6.45) 
- | R(z,y, zi(z,y))dzdy = J R(x, y, 2) drdy, 
Dai KA 


unde pentru prima integrală de suprafaţă am luat faţa superioară care coim- 
cide cu fața exterioară a lui S, iar pentru cea de a doua integrală de suprafață 
am considerat fața inferioară care de asemeni coincide cu fața exterioară a 
lui S, normalele la aceste feţe fiind precizate în relaţiile (6.39) şi (6.40). Pe 
suprafaţa laterală S; avem 


a = peia cos ydo = 0 (6.46) 


în baza legăturii dintre integrala de suprafaţă de al doilea tip şi cea de primul 
tip şi a relației (6.41). 
Dacă ţinem seama de relaţiile (6.44) — (6.46), deducem 


JII ÊT o, 2) dedydz = J R(z,y, 2) dzdy, (6.47) 
V Se 


unde integrala de suprafaţă de tipul al doilea din membrul doi este luată pe 
fața exterioară a lui S. În baza observaţiei făcută privitor la domeniu putem 
afirma că (6.47) este adevărată pentru orice domeniu cubabil compact V. 

Pornind cu un domeniu simplu în raport cu axa Oz, apoi cu unul simplu 
în raport cu axa Oy, şi repetând raţionamentele care ne-au condus la (6.47) 
se demonstrează egalităţile: 


JH PP x,y, z) dedydz Z J| P2.4, z) dydz (6.48) 
y Se 


JI ley) drdydz 
v 


i Q(z, y, 2) dzda (6.49) 
Se 
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care şi în aceste cazuri rămân adevărate oricare ar fi domeniul cubabil com- 


pact V. 
Insumarea. egalităţilor (6.47) — (6.49) conduce la (6.36) şi teorema este 
complet demonstrată. B 


Observaţia 6.6.1 Având în vedere legătura între cele două tipuri de inte- 
grale de suprafaţă rezultă că formula integrală Gauss-Ostrogradski se poate 
scrie în forma echivalentă 


J (P cosa+Q cos 8+R cos”) do -/]] (să | a | a dxdydz (6.50) 
Se i 


Ox Oy Oz 


Folosind expresia, divergenţei V - F a câmpului vectorial (6.35) 


_ap 9Q ƏR 
V. F(x,y, z) m gr (22) + gera + g (292) 


gi expresia normalei exterioare (6.34), deducem că formula integrală Gauss- 
Ostrogradski se poate scrie în forma vectorială 


I V - F(x,y, z)dzdydz = J F(x,y, z): ndo. (6.51) 
V Se 


Datorită scrierii vectoriale a formulei integrale Gauss-Ostrogradski, Teoremei 
6.6.1 i se mai spune Teorema divergenței. 

Forma vectorială a formulei integrale Gauss-Ostrogradski sugerează şi 
interpretarea fizică a acesteia: ea afirmă că fluxul câmpului vectorial V prin 
suprafaţa închisă S, după normala sa exterioară n, este egal cu integrala 
triplă a divergenţei lui F pe domeniul V limitat de S. 


Observaţia 6.6.2 Dacă în formula integrală Gauss-Ostrogradski se ia P = 
0, Q =0, R= z, se obține o evaluare a volumului domeniului V cu ajutorul 
unei integrale de suprafaţă de tipul al doilea 


volV = J z dxdy. (6.52) 
Se 


Exemplul 6.6.1 Fie V regiunea mărginită de emisfera 
z2 +y? +(z-—1} -—9=0, 1<z<3 
şi planul z = 1. Să se verifice teorema divergenţei dacă 
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Soluţie. Calculăm mai întâi integrala triplă din divergenţa câmpului vecto- 
rial F. Avem V-F(z,y,2) = 3 şi deci 


JI V - F(x,y, z)dzdydz = 3 JIJ drdydz = 54r. 


În ultimul calcul am folosit faptul că integrala triplă din membrul secund 
este volumul emisferei de rază R = 3 care este egal cu 27R*/3. 

Să calculăm acum direct integrala de suprafață care intră în formula in- 
tegrală a lui Gauss-Ostrogradski. Să observăm mai întâi că 


J Pinda A F(x,y, z): nı ds ena Seda 


unde S; este faţa superioară a emisferei de rază 3 situată deasupra planului 
z = 1, iar S este faţa inferioară a porțiunii din planul z = 1 limitată de 
cercul de rază 3 cu centrul în punctul (0,0,1) aflat în acest plan. 
Normala unitară la faţa Sı este 
i j — 1)k — 1 
is zi+yj+(z-1)k e, D E 
yr? +y? + (2 — 12 3 3 3 
Produsul scalar dintre câmpul vectorial F şi normala n; este 
2 y -1P 


Engs p S 
uenea NR CR 


şi, prin urmare, prima integrală de suprafaţă devine 


= : = = = i au 2 — , 
J F(x,y, z) -nı do Jf 3a sa 3 aria Sı = 3 - 27m Rf = 54r 


Sı Sı 


Pe suprafaţa S2, avem no = —k, iar F-no = —z + 1 şi deci 


J| E(u, 2) -ndo a (—z + 1)do = 0 
S2 S2 


deoarece pe suprafața pe care efectuăm integrarea z este egal cu 1 gi deci 
integrantul este nul şi ca atare şi rezultatul integrării este nul. Prin urmare, 


I F(x,y,z)- ndo = 547, 
Se 


ceea ce arată că formula integrală Gauss-Ostrogradski se verifică. E 
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Exercitiul 6.6.1 Să se calculeze integrala de suprafaţă de tipul al doilea 


I =|| xy? dydz + xz°y’ dada + 3z dzdy, 
Š 


unde S este fata exterioară a domeniului V mărginit de paraboloizii: 
(Sa): z= ty; (So): z=6-2 y. 
Soluţie. Aplicând formula integrală Gauss-Ostrogradski, obținem 


I = fff (30292 + 329? + 3) drdydz = 3 J (2x°y? + 1) dzdydz. 
V V 


Domeniul V este simplu în raport cu axa Oz căci se poate scrie ca 
V = (ez) E R°: (2,y) € Da 2+9 <z<6- 2-77), 
unde Dy este proiecția lui V pe planul Oxy 
Day = {(£,y) E R°: r? +y? <3}. 


Se vede că Dzy este discul închis de rază V3 cu centrul în origine situat în 
planul Oxy. Făcând uz de formula de calcul a unei integrale triple pe un 
domeniu simplu în raport cu axa Oz, găsim 


1=3 ff away [i (224? + 1) dz =3 ff 4 (2292 + 12), 


Day Dzy 


U său 


După ce se ia z între limitele de integrare, deducem 
Fee (20292 + 1)(3 — z? — y’) dzdy. 
Dzy 


Această integrală dublà la care s-a ajuns o vom calcula folosind coordonatele 
polare 
xz = p cos, y= p sinð. 


Pentru ca (x,y) € Day trebuia ca p € [0, v3] si 6 € [0, 27). Aplicând formula 
schimbării de variabile în integrala dublă, obținem pe rând 


27 V3 
TE 6 f ao | (2p° sin? 0 cos? 0 + 1)(3 — p°)p dp, 
0 0 
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27 v3 v3 
= 12 | sin? 0 cos? odo | (3 — p')dp + 127 | (3p — p*)dp, 
0 0 0 


Rezultatul obţinut reprezintă fluxul câmpului vectorial 
F = zy’ i + 2pj + 3zk 


prin suprafaţa care delimitează V după normala exterioară. E 


6.7 Schimbarea de variabile în integrala tri- 
plă 


Teorema de schimbare de variabile în integrala triplă se enunță asemănător 
cu teorema de schimbare de variabile în integrala dublă, de aceea nu vom da 
detalii de calcul care pot fi refăcute de cititor. 

Considerăm două specimene de spaţii tridimensionale. Introducem sis- 
temul de coordonate carteziene x, y, z în unul din ele şi u, v, w în celălalt. 
Apoi, fie V şi Q domenii aparţinând la câte un spaţiu, frontierele lor fiind 
respectiv suprafeţele închise netede pe porţiuni S şi X. Presupunem că există 
o corespondenţă biunivocă între punctele celor două domenii care să fie con- 
tinuă în ambele sensuri. Corespondenţa poate fi exprimată prin intermediul 
funcţiilor 


T a plu, v, w), 
y = (u,v, w), (u,v, w) EQ, (6.53) 
2 = x(u, v, w), 


sau prin intermediul funcțiilor 


u = uļz,y,z), 
v = v(z,y,2), (£z, y, z) E€ V. (6.54) 
w = w(z,y,z), 
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Vom considera că funcţiile din (6.53) şi (6.54) sunt mai mult decât conti- 
nue şi anume vom presupune că ele posedă derivate parţiale de ordinul întâi 
continue pe interioarele mulțimilor de definiţie. Atunci, Jacobienii: 


D(z,y, z). D(u,v, w) 
D(u,v, w)’ D(x, y, z) 


există şi sunt funcții continue pe interioarele celor două mulţimi de definiţie. 
Vom presupune mai mult că fiecare jacobian este diferit de zero. Aceste 
condiţii implică relaţia 
D(z,y,2) D(u,v,w) 
D(u, V, w) D(z, Y, z) 


= 1. (6.55) 


Dacă toate condiţiile de mai sus sunt îndeplinite, spunem că (6.53) este 
o transformare punctuală regulată între domeniile O şi V, iar (6.54) este 
transformarea punctuală regulată inversă a transformării punctuale regulate 
(6.54). Ca şi în cazul bidimensional, se poate arăta că dată fiind transfor- 
marea punctuală regulată (6.53) sau (6.54), punctele interioare domeniului 
de definiţie sunt duse în puncte interioare celuilalt domeniu, iar punctele 
frontierei unuia din domenii sunt corespunzătoare punctelor de pe frontiera 
celuilat domeniu. 

Transformarea punctuală regulată (6.53) transformă domeniul Q în dome- 
niul V. În consecinţă, specificarea unui punct (u,v,w) aparţinând lui Q de- 
termină în mod unic punctul corespunzător (x,y,z) a lui V. Cu alte cuvinte, 
cantităţile u, v şi w pot fi privite drept coordonate, diferite de cele carteziene, 
ale punctelor domeniului V. Ele sunt numite coordonate curbilinii. 

Considerăm, în domeniul Q, un plan determinat de relaţia u = uo, adica 
un plan paralel cu planul de coordonate v, w. Prin transformarea punctuală 
regulată (6.53), planul considerat este dus întro suprafaţă inclusă în domeniul 
V. Coordonatele carteziene ale punctelor acestei suprafeţe sunt exprimate 
prin formulele 


x = z(u,v, w), 
y = yu), (v, w) € A, (6.56) 
z = z(uo, v, w), 


unde A este porţiunea din planul u = uọ situată în domeniul Q. Expresiile 
(6.56) sunt ecuațiile parametrice ale suprafeței. Presupunând că uo ia toate 
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valorile posibile vom avea o familie uniparametrică de suprafeţe de forma 
(6.56), parametrul familiei fiind u. Aceste suprafeţe sunt corespondentele 
prin transformarea punctuală regulată (6.53) a tuturor porţiunilor de plane 
paralele cu planul v, w din domeniul Q. 

Similar, planele v = const şi w = const sunt transformate în două familii 
uniparametrice de suprafeţe situate în domeniul V. Aceste trei familii de 
suprafeţe formează aşa zisa mulţime a suprafeţelor coordonate. 

Deoarece (6.53) este transformare punctuală regulată putem afirma că 
prin fiecare punct al domeniului V trece câte o singură suprafaţă de co- 
ordonate din respectiv fiecare familie. Cele trei suprafeţe coordonate care 
trec printr-un punct se intersectează două câte două după trei curbe care se 
numesc curbe coordonate. 

Vom considera două sisteme de coordonate curbilinii în spaţiu care sunt 
utilizate cel mai frecvent, şi anume, coordonatele cilindrice şi coordonatele 
sferice. 


6.7.1 Coordonatele cilindrice sau semi-—polare în spaţiu 


Să specificăm poziţia unui punct arbitrar M din spaţiu prin intermediul 
coordonatei carteziene z şi coordonatele polare r şi y ale proiecției Mı a 
punctului M pe planul Oxy. Cantităţile r, p şi z se numesc coordonatele 
cilindrice ale punctului M. Legătura dintre coordonatele cilindrice şi cele 
carteziene este uşor de stabilit şi constatăm că este 


z = rceosy, y = rsin, zZz =z. (6.57) 


Avem următoarele trei familii de suprafeţe coordonate corespunzătoare co- 
ordonatelor cilindrice: 


(a) cilindrii circulari coaxiali cu axa de rotație axa cotelor având ecuatiile 
de forma r = const (0 < r < +00), 

(8) semiplane verticale limitate de axa Oz p = const (0 < p < 27), 

(y) plane orizontale z = const (—00 < z < +00). 


Analizând suprafeţele coordonate în acest caz constatăm că liniile coor- 
donate în cazul coordonatelor cilindrice sunt: drepte paralele cu axa Oz; 
semidrepte perpendiculare pe Oz având una din extremităţi pe această axă; 
cercuri cu centrele pe Oz situate în plane paralele cu planul Ozy. 
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Jacobianul transformării de la coordonate cilindrice la cele cilindrice este 
egal cu 
cos p siny 0 


= | TSD rceosy 0| = r. (6.58) 
0 0 1 


Formulele (6.57) care exprimă legătura dintre coordonatele carteziene şi 
cele cilindrice determină o transformare a domeniului 


0<r < +o, O < p < 27, —00 < Zz < + (6.59) 


situat în spaţiul r, y, z în întreg spaţiul Oxyz. Prin această transformare, 
fiecare punct de coordonate carteziene (0,0, 29) corespunde unui întreg seg- 
ment semi-deschis de forma 


r = 0 O0<y<2T, 2 4 


care aparține domeniului (6.59). Prin urmare, transformarea (6.57) nu este 
biunivocă în punctele situate pe axa cotelor Oz. Exceptând punctele axei 
Oz, în toate celelalte puncte ale spaţiului Ozyz corespondenţa (6.57) este 
biunivocă. În concluzie putem afirma că (6.57) stabileşte o transformare 
punctuală regulată între domeniul 


O<r<+o,  0<p<27, —00 < 2 < +00 (6.60) 


situat în spaţiul r, p, z, în mulţimea obţinută prin scoaterea din spaţiul Oxyz 
a punctelor situate pe axa cotelor. m 


6.7.2 Coordonatele sferice sau polare în spațiu 


Să fixăm poziţia unui punct oarecare M din spațiul raportat la reperul 
cartezian ortogonal Oxyz prin următoarele trei cantităţi: 

(a) distanţa p de la origine la punctul M, 

(6) unghiul 0 dintre raza vectoare OM şi versorul k al axei Oz, 


(y) unghiul y format de proiecția OM, a razei vectoare OM pe planul 
Ozy şi versorul i al axei Oz. 
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Cantităţile p, 0 şi p se numesc coordonate sferice ale punctului M. Încer- 
când să determinăm legătura dintre coordonatele carteziene ale punctului M 
şi cele sferice al aceluiaşi punct, găsim 


a = psinOcosp, y = psinOsing, z = pecos. (6.61) 


Cele trei familii de ale suprafețelor coordonate corespunzătoare coordonatelor 
sferice sunt: 


(a) sferele concentrice cu centrul în origine p = const (0 < p < +00), 

(6) semi-conuri circulare cu vârful în origine şi axa de simetrie Oz 0 = 
const (0<0<), 

(y) semiplane verticale p = const (0 < p < 2r). 


Analizând şi aici suprafeţele coordonate, se constată că liniile coordonate 
în cazul coordonatelor sferice sunt: cercuri cu centrele pe Oz situate în plane 
paralele cu planul Oxy, numite cercuri paralele; semidrepte cu una din ex- 
tremităţi în originea O a reperului Oxyz, numite raze vectoare; semicercuri 
cu centrele în originea O având diametrele segmente situate pe Oz care se 
numesc meridiane. 

Jacobianul transformării coordonatelor carteziene în coordonate sferice 
este determinantul 


sin 6 cos y sin 6 sin p cos 0 
= p cos cosy p cos sing —psinð |, (6.62) 


—p sinf siny p sin cosp 0 


a cărui valoare este p° sin 8. 
Formulele (6.61) determină o transformare a domeniului 


0< p< +o, 0<0<r, 0<y<2r (6.63) 


(o bandă paralelipipedică semi-infinită) din spaţiul p, 0, y în întreg spaţiul 
Ozyz. Ca şi transformarea corespunzătoare coordonatelor cilindrice, relaţiile 
(6.61) determină o transformare punctuală biunivocă în toate punctele spa- 
ţiului cu excepţia punctelor de pe axa cotelor Oz. Fiecare punct (0,0, 20) 
situat pe axa Oz este imaginea prin transformarea (6.61) a segmentului semi- 
deschis 

P= 0=0, 0<p<2r, pentru zo>0 
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şi a segmentului semi-deschis 
P= 0="r, 0<p<2r, pentru 2 <0. 


Originea, (0,0, 0) a reperului Oxyz este imaginea prin transformarea (6.61) a 
intervalului bidimensional 


p=0, 0O<0<r, 0O<p<21, pentru zo <0. 


Dacă exceptăm punctele axei Oz, relaţiile (6.61) constituie o transformare 
punctuală regulată care transformă semi-banda paralelipipedică infinită 


0<r<+%œ, Deo, 062 (6.64) 


în domeniul obţinut prin scoaterea axei cotelor din spaţiul Oxyz. E 


6.7.3 Coordonate polare (sferice) generalizate 


Există şi alte schimbări de variabile, expresiile acestora fiind dictate de con- 
textul în care este formulată problema calculării unei integrale triple. 

Alegerea schimbării de variabile întro integrală triplă urmăreşte atât sim- 
plificarea domeniului de integrare V (dacă este posibil, Q să fie un interval 
tridimensional) cât şi simplificarea funcţiei de integrat sau măcar unul din 
aceste două obiective. De exemplu, dacă domeniul V este legat în vreun fel 
de interiorul elipsoidului 


2 2 2 


x£ Y Z 
calea ae 0) 


atunci se trece la coordonate polare generalizate numite şi coordonate sferice 
generalizate 


x = ap sin cosg, 
y = bpsinO sing, (6.65) 
z = cp GO): 


Relaţiile (6.65) constituie o transformare punctuală regulată de la submul- 
timea Q a intervalului tridimensional nemărginit (6.72) la o mulțime măsura- 
bilă Jordan V din spaţiul Oxyz. Jacobianul transformării punctuale regulate 


(6.65) are valoarea 

D(z,y,z As 
——— = abc ø sin, 
D(p,0, 4) 
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astfel că formula schimbării de variabile întro integrală triplă care foloseşte 
transformarea punctuală regulată (6.65) este 


JI f(x,y,z) drdydz = 
v 


= abc JII flap sin sin p,bp sin 0 sin y, cp cos 0) p° sin 0 dpddp. 
Q 


(6.66) 


6.7.4 Elementul de volum în coordonate curbilinii 


Să găsim expresia elementului de volum în coordonate curbilinii. Considerăm 
iarăşi mulţimea măsurabilă Jordan V în care am introdus un sistem de co- 
ordonate curbilinii prin relaţiile (6.53). Fie S frontiera lui V, X frontiera 
domeniului Q şi 


u = uls,t), 
v = v(s,t), (s t) € D, (6.67) 
w = w(s,t), 


o reprezentare parametrică a suprafeţei X, mulțimea de variaţie a parame- 
trilor curbilinii s şi t fiind compactă în JR?. Atunci, suprafata S va fi dată 
parametric prin 


x = x(s,t) = p(u(s,t),v(s,t),w(s,t)), 
y = y(s,t) = vwluls,t),uls,t),w(s,0), (s,t) €D. (6.68) 
z = z(s,t) = x(u(s,t),v(s,t), w(s,t)), 

Dacă folosim expresia volumului mulţimii cubabile V cu ajutorul unei 


integrale de suprafaţă de al doilea tip şi ţinem cont de formula de calcul a 
acestei integrale de suprafață, avem 


vo V = | ani = s ae pepe (6.69) 


Folosind regula de derivare a funcţiilor compuse (6.68), se poate verifica prin 
calcul direct că 


Dia) _ Dlæ,y) Du) D 
D(s,t)  D(u,v) D(s,t) D 


(zy) Dio) , Dle) Dlw,u) 
(v,w) D(s,t) D(w,u) D(s,t) 
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şi deci expresia volumului mulţimii V devine 

D(x,y) D(u,v) 

lIV = +f . | 

id J A Dai) 
D(z,y) D(v,w) D(z,y) D(w,u) 


D(v,w) D(s,t) ` D(w,u) D(s,t) 


Dacă ţinem cont de regula de calcul a integralei de suprafaţă de al doilea tip 
obţinem că 


) (s, t) dsdt. 


_ D(z,y) __ D(z,y) Dia) 
ii Aare a 07 a 


Aplicând formula integrală a Gauss-Ostrogradski, se găseşte că expresia volu- 
mului mulţimii V este integrala triplă 


vol V = =S sea adus 2 (u,v, w) dudode 


sau, echivalent, 


vol V Itu) (22 |(u, v, w) dudodu 
H 


Folosind formula de medie pentru integrala triplă, obţinem 
= E (7, Y, 2 z) 

D(u, v, w) 
Acest rezultat împreună cu ci utilizat; la demonstraţia formulei de 


schimbare de variabile în integrala dublă ne conduce la demonstraţia teoremei 
care dă formula schimbării de variabile în integrala triplă. 


vol V = Cuo, vo, wo) vol Q 


6.7.5 Schimbarea de variabile în integrala triplă 


Teorema 6.7.1 Fie domeniul compact Q, inclus în spaţiul (u, v, w), cu fron- 
tiera o suprafaţă închisă, netedă pe portiuni şi 


z = ọļlu,v,w), 
Pg y = plu, v, w), 


z = xlu,v, w), 
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o transformare punctuală regulată care transportă domeniul Q în domeniul 
V. Dacă f : V — R este o funcție continuă, are loc egalitatea 


JI f(z, y, 2) drdydz = 
v 


=| || Fhe vw), pu v w), x(u, v, w)) pt u v, w)dudvdu 


numită formula schimbării de variabile în integrala triplă sau formu- 
la de transport. 


Dacă se folosesc coordonatele cilindrice, formula schimbării de variabile 
devine 


J) f(x,y, 2) dadydz a f(r cosọ,r sin p, z)r drdpdz, (6.70) 


unde Q este o submulțime a intervalului tridimensional nemărginit 
[0, +00) x [0, 27) x (—00, +00). 


Dacă întro integrală triplă implicăm schimbarea de variabile care uti- 
lizează coordonatele sferice, formula schimbării de variabile devine 


JI f(x,y, 2) drdydz = 
v 


(6.71) 
=i f(p sin 0 cosy, p sin sin y, p cos 0) p? sin 0 dpdddp, 
Q 
unde Q este o submulțime a intervalului tridimensional nemărginit 
[0, +20) x [0,27) x [0,7]. (6.72) 


Exercitiul 6.7.1 Folosind metoda schimbării de variabile în integrala triplă 
să se calculeze 
I = fff (22 + 92 + 22) drdydz, 
V 


unde V este bila închisă de rază R cu centrul în origine. 
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Soluţie. Mulțimea punctelor aparţinând domeniului de integrare au coor- 
donatele carteziene x, y, z astfel încât 


rty ++- RO. 


Forma domeniului cât şi expresia integrantului sugerează folosirea coordo- 
natelor sferice (6.61). Transformarea punctuală definită cu ajutorul coor- 
donatelor sferice are jacobianul (6.62) astfel că , utilizând formula (6.71), 


integrala 7 devine 
1 =||] pt sine dpdodo, 
2 


unde noul domeniu de integrare se vede simplu că este intervalul tridimen- 
sional 


Q = [0, R] x [0,7] x [0, 27). 


Aplicând formula de calcul a unei integrale triple pe un interval tridimen- 
sional, obținem 


R T 27 4r R5 
pei pap: | sin 6 d0 - dp = Le 
0 0 0 5 


De remarcat că, folosind schimbarea de variabile în integrala triplă, valoarea 
integralei I s-a determinat foarte uşor. E 


Exercitiul 6.7.2 Să se calculeze integrala triplă 


drdydz 
i =]]/ VIZ FY 7 22 
V 
unde V este mulțimea situată în semispaţiul superior z > 0, conține o porți- 
une din semiaza pozitivă Oz şi este delimitată de sferele x? + y? + 2? = 1, 


£? +y? +2 = 9 şi de conul z = yr? +F y2. 


Soluţie. Utilizăm din nou coordonatele sferice. De data aceasta mulţimea 
V este intervalul tridimensional 


Q = [1,3] x [0, 2/4] x [0, 27). 
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Aplicând formula schimbării de variabile în integrala triplă în cazul când se 
utilizează coordonatele sferice, găsim 


1 = f|] osmo dododo = f pap [snoa | a= 
Q 


2 


-EE caog o 


0 0o’ 


Efectuând calculele finale, constatăm că I = 47r (2 — V2). E 


Exercitiul 6.7.3 Să se calculeze integrala triplă 


I i (x° + y2) drdydz, 
V 


unde V este porțiunea din coroana cilindrică mărginită de cilindrii circulari 
coaziali x? + y? = 4, z? +y? =9 şi de planele z = 0 şi z = 1. 


Soluţie. Atât expresia integrantului cât şi forma domeniului V sugerează 
utilizarea coordonatelor cilindrice (6.57). Noul domeniu de integrare va fi 


Q = [2,3] x [0, 27) x [0,1]. 


Aplicând formula (6.70), obtinem 


I= || roarazaz = f rar [de fi da = 407. 
Q 


Şi în acest exemplu valoarea integralei s-a determinat foarte uşor. E 


Exercitiul 6.7.4 Să se calculeze integrala triplă 


z. 


unde mulțimea de integrare V este 


2 


Z 
z) drdydz, 


V = {(x,y,z) € Bi: E 
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Soluţie. În acest caz se folosesc coordonatele polare generalizate definite de 
(6.65). Mulțimea Q care, prin transformarea punctuală regulată (6.65), este 
dusă în mulţimea V din enunţul exemplului este intervalul tridimensional 


O = ((p,0,p)e BR: 1<p<2, 0<0<n, 0<p< 21) 


din spaţiul (p, 0, p). Folosind formula (6.66) deducem că J se calculează cu 
ajutorul integralei triple 


I = abc I p? sin 6 dpdodp 
Q 
a cărei valoare se constată simplu că este I = 4rabc/5. = 


Exercitiul 6.7.5 Să se calculeze integrala triplă 


I =I x’ dzdydz, 
V 


unde V este domeniul màrginit de suprafețele: 


z =ay?°, z=by?, (0<a<b); 
2=az, z=ßr, (0<a< p); 
z=0, z=h, 


situat în semispaţiul y > 0. 


Soluţie. Analiza enunțului sugerează schimbarea de variabile 


2 z 
UE UE 


u= 3 
y? x 


domeniile de variație ale noilor coordonate fiind 
u € [a,b], v € [@, 8], ze [0,h]. 


Rezolvând pe z, y şi z în funcție de u, v şi w, găsim 


PS SA 2. 
v u 
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Avem două posibilităţi de a calcula jacobianul care intră în formula 
schimbării de variabile în integrala triplă. Pe oricare cale se găseşte 


1 wyw 
2 vuu 
Teorema schimbării de variabile în integrala triplă şi formula de evaluare 


a integralei triple pe un interval tridimensional închis conduc la concluzia că 
valoarea integralei Z este egală cu produsul integralelor simple de mai jos 


1 fè du Ê dv h 
ipi pe Saan 
2 Ja uyu a vi 0 = vu = 
Calculând integralele definite obţinem în final că valoarea integralei triple 7 
i 20907, II O e PI 
I= — — hiv h. 
ma a ul e 
Din nou se remarcă simplificarea evidentă a calculelor când se alege o 
schimbare de variabile adecvată. m 


D(x,y, z) 


D(u,v, w) (pu) > 


6.8 Aplicații ale integralei triple 


Considerăm acum unele probleme tipice care implică calculul unor integrale 
triple. 


6.8.1 Calculul volumelor 


Dacă o figură spaţială V are volum, valoarea integralei triple 


J dxdydz (6.73) 
V 


se constată că este volumul lui V. Întradevăr, această afirmaţie rezultă fie 
din proprietăţile integralei triple fie analizând sumele integrale corespunză- 
toare unei diviziuni oarecare ocazie cu care se constată că oricare din aceste 
sume este egală cu volumul lui V şi ca atare limita pentru norma diviziunii 
tinzând la zero a unui şir de sume integrale corespunzătoare este volumul 
lui V. Integrala triplă este mai convenabil de folosit decât integrala dublă, 
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când se pune problema calculării volumului unei figuri spaţiale cubabile căci, 
după cum se vede din (6.73), cu ajutorul ei se poate determina volumul 
oricărei mulţimi cubabile, pe când, cu integrala dublă se poate determina 
doar volumul unui cilindroid. 


6.8.2 Masa şi centrul de greutate ale unui solid 


În acelaşi mod cum am introdus unele corpuri materiale putem introduce 
şi aici noţiunea de solid. Prin solid se înţelege ansamblul dintre o mulți- 
me măsurabilă Jordan V numită configurația solidului şi o funcţie p reală, 
cu valori pozitive, continuă pe V, care se numeşte densitatea de volum a 
solidului. 

Dacă funcţia p este constantă, solidul se numeşte omogen. În cazul solidu- 
lui omogen masa sa este dată de produsul dintre valoarea constantă po a 
densităţii şi volumul lui V. 

Produsul dintre valoarea densităţii întrun punct M(z,y,2) € V şi ele- 
mentul de volum al lui V se numeşte element de masă şi se notează cu dm. 
Deci 


dm = p(z,y, 2) drdydz. (6.74) 


Procedând asemănător ca la firul material, placa materială sau pânza 
materială constatăm că masa solidului definit mai sus este dată de egalitatea 


masa V =li plz, y, 2) dxdydz (6.75) 
V 


sau de egalitatea 
masa V z dm. (6.76) 
V 


Coordonatele za, ya şi za ale centrului de greutate G al unui solid de 
configuraţie V şi densitatea de volum p sunt date de egalităţile 


= y | eim vc = ae ÎI] va 
Cab masa V Ca Aa masa V LA 
V V 
1 
aTe iaz 


(6.77) 
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Dacă notăm cu rg vectorul de poziţie a centrului de greutate şi cu r vectorul 
de poziţie al unui punct curent M(z,y,2) € V, constatăm că relaţiile (6.77) 
se pot; scrie în forma vectorială, 


ra = —_. JIJ rdm. (6.78) 


In cazul solidului omogen expresiile coordonatelor centrului de greutate 
sunt mai simple căci fracțiile de mai sus se pot simplifica prin valoarea con- 
stantà po a densităţii. Avem 


1 1 
TO vol V J) ie ve = vol V JII ydv, 
V V 
1 
A vol V JI adis 
V 


unde dv = dzdydz este elementul de volum al lui V. Forma vectorială a 
acestor egalităţilor (6.79) este 


r&= ip JIJ rdv. (6.80) 


6.8.3 Momente de inerție ale unui solid 


(6.79) 


Momentele de inerție faţă de axele Oz, Oy, Oz ale solidului de configura- 
tie V şi densitate de volum p, se vor nota cu aceleaşi simboluri ca la pânze 
materiale şi sunt date de egalităţile: 


JI (y? +2°)plz,y,z)dv = JI] W + 22)dm; 

V V 

Tyta J (22 +x°)plz,y,z)du = Ji (2? + x°)dm; (6.81) 
V V 

L = ||| (+ tza = fff +m. 
V V 


Când densitatea de volum este constantă şi egală cu po > 0, formulele de 


I; 
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mai sus devin 


1. = po |] (y? + 2°) du; =p ]]] (22 + 2?) dv; 
V V 
L= po ||| @ +a. 
V 


Momentele de inerție ale solidului neomogen de configurație V gi densitate 
de volum în raport cu planele de coordonate Oxy, Oyz, Ozz, notate cores- 
punzător cu Isy, Iyz Şi Iza, au expresiile date de integralele triple: 


Toy s= aa = l 22 dm; 

Da "e ]] px? dv = JII x? dm; (6.82) 
V V 

T = = 


I py? dv JI gdm 


Dacă solidul este omogen cu densitatea constantă po, în locul formulelor 
(6.82) avem 


Tey = Po JI] 2° dv; lz = Po pi z’ dv; Izz = Po T y du. 
V V V 
În fine, momentul de inerție în raport cu originea reperului este 
Io z (x? +y? + 22) dm, (6.83) 
V 


când solidul este neomogen, iar în cazul că ar fi omogen acelaşi moment de 
inerție al solidului va fi dat de expresia 


Io = po Jf (£? +y? + 22) du. 
V 
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6.8.4 Potenţialul newtonian al unui solid 


Potenţialul newtonian sau gravitațional al unui punct material de masă m 


se defineşte prin formula 
m 


U, 


ma 
unde r este distanța de la punctul material până la punctul din spațiu în care 
se consideră potenţialul. In cazul unui solid de configuraţie V şi densitate de 
volum p, potenţialul newtonian în punctul Mo(zo, Yo, 20) va fi dat de formula: 


_ p(z, y, 2) dzdydz 
U (x0, Yo, 20) JJ] Ve — z0)? + (y — yo)? + (2 — 202 


6.8.5 Atracția exercitată de către un solid 
Se ştie din fizică că fiind date două puncte materiale Mı şi M de ponderi 


ma şi mo şi vectori de poziţie rı şi respectiv rə, mărimea forţei de atracţie 
dintre cele două puncte materiale este dată de formula, 


Mı o 
F 


E ir — ra]? 


unde A este o constantă, iar 


rı — r2|| = Vl = T2)? + (y1 — Y2) + (21 > 22)? 


este distanţa euclidiană dintre punctele Mı (z1, yu, 21) si M2(£2, Y2, 2). 
Forţa F12 cu care punctul material M, este atras de către punctul material 
Mə este datà de formula 


mı ma 
Poea Ei E (e ai 
iu ra — r2ll’ em 


Dacă X12, Yi2, Zi» sunt coordonatele forței de atracție, expresiile acestora 
sunt date de 


Tano Mano 


Xiz = A) Tə — T1), Yio = A Y2 — yı), 
mep kp 2) 


Tano 
Zi = A Z2 — Z1). 
i-r 
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Să considerăm acum un punct material Mo(£o, Yo, 20) de masă m şi un 
solid de configuraţie V şi densitate de volum p. Având la dispoziție cazul 
particular prezentat mai sus şi cunoscând mecanismul introducerii noţiunii 
de integrală triplă ajungem la concluzia că forța F cu care Mo este atras de 
către solid este dată de integrala triplă 


Fs e e (r — ro) dzdydz, 


r=zi+yj+zk, ro= zoi + yoj + zok, 


unde 


iar ||r — ro|| este norma euclidiană a vectorului r — ro 


le — roll = y (z — z0)? + (y — y0)? + (2 — 20)?. 


Coordonatele F}, Fy şi F, ale vectorului F sunt 


ui i plz, y, PEWA) C — a) drdd, 


r — rol] 


F= vm (3) (y — yo) drdydz, 


an | ple, PURA ta) dxdydz. 


r — rol 


Fa 


F, 


Exercitiul 6.8.1 Să se calculeze cu ajutorul integralei triple, volumul figurii 
spațiale V situată în semispațiul superior z > 0 şi mărginită de suprafeţele: 


r? +y +z =a; r Hy HI; Hya, 
unde 0 <a < b. 


Soluţie. Cele trei suprafețe care mărginesc figura spaţială V sunt: primele 

două, sfere concentrice cu centrul în origine, de raze a şi b; iar a treia, con 

circular cu vârful în origine şi axa de rotaţie axa Oz, având generatoarele 

înclinate cu 45 de grade faţă de axa Oz. Corpul este porţiunea din coroana 

sferică limitată de cele două sfere conținută în pânza superioară a conului. 

Volumul acestei figuri este Vol V = l I J dxdydz, iar pentru calculul integralei 
V 
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triple folosim coordonatele sferice. Terna ordonată (p,0, p) ia valori în in- 
tervalul tridimensional închis Q = [a,b] x [0,7/4] x [0,27], iar jacobianul 
transformării este J = p? sin 6. Prin urmare, avem 


vav =]]| psi ddoibăe = | do. f" sinodo: f" de = 
Q 


T(2— V2) — a?) 
a ; 


Exercitiul 6.8.2 Să se afle coordonatele centrului de greutate al unui solid 
omogen mărginit de pânza unui con circular drept, având unghiul de la vârf 
egal cu 2a şi de o sferă de rază R cu centrul în vârful conului. 


Soluţie. Alegem originea sistemului de axe în vârful conului şi axa Oz după 
axa de simetrie a conului. 

Trebuie determinată mai întâi masa solidului V. Fiind omogen şi con- 
siderând că densitatea este egală cu unitatea, masa solidului va fi egală cu 
volumul său. Pentru calculul volumului folosim coordonatele sferice în care 
terna (p, 0, p) ia valori în intervalul tridimensional închis Q = [0, R] x [0, a] x 


[0, 277]. Avem 
R a 27 
VolV = JI psinddpdodp = | Pdp: | sin ddd» | dp = 
0 0 0 
Q 
ARE >Q 
= sinf =. 
3 2 


Coordonatele za, ya şi za ale centrului de greutate G al solidului sunt 
date de integralele triple: 


rtg = iv JIJ xdzdydz, yg = av J ydrdydz, 


1 
za = Vov JIJ zdxdydz. 


Solidul fiind omogen şi având planele de coordonate Ozz şi Oyz ca plane 
de simetrie, rezultă că za = ya = 0. Pentru calculul integralei triple de la 
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numărătorul cotei centrului de greutate trecem la coordonate sferice. Avem 


R Q 27 Q Q 
1 zdzdydz = J Pdp | sin cos oao | dp = tR’ sin? — cos? —. 
ù 0 0 0 2 2 


3R a 
Prin urmare, zg = E COS a EI 


Exercitiul 6.8.3 Să se găsească momentul de inerție în raport cu axa Oz a 
solidului de configuraţie bila de rază a cu centrul în origine V şi densitatea 
de volum 

plz, y, z =z +y +2. 


Soluţie. Momentul de inerție de determinat este în acest caz 
IL, aff (2? +y’) (2? + 97 + 2°) dzdydz. 
V 


Pentru calculul integralei triple trecem la coordonate sferice şi găsim 


pe J ii I p6 sin36 dpdddp, 
Q 


unde Q este intervalul tridimensional [0, a] x [0,7] x [0, 27). Scriind ultima 
integrală triplă ca o iteraţie de integrale simple, obţinem 


a T 27 
p=] Pdp- | sin” 0 - dp. 
0 0 0 
Efectuând integralele simple de mai sus găsim I, = 8r a” /21. E 


Exercitiul 6.8.4 Să se determine momentele de inerție în raport cu planele 
de coordonate ale solidului omogen având configurația domeniului V mărginit 
2 
de suprafeţele de ecuații z = c > 0 şi — + A 
a 


pT situat în semispaţiul 
c 
z>0. 


Soluţie. Considerând că pọ = 1, cele trei momente de inerție cerute sunt: 


Iyz s r dedydz; Lz m ydrdydz; Loy = 2dadydz, 
V V V 
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unde domeniul de integrare este porţiunea din interiorul pânzei superioare a 
y? 
2 
Pentru calculul fiecărei din cele trei integrale vom folosi faptul că domeniul 
de integrare este simplu în raport cu axa Oz, deoarece el se poate scrie ca 


conului de ecuaţie 3 + 3 = —z, situat sub planul z = c. 


a 2 
V = ((ay2)e R? Loe aea a, (2, y) € Da), 


unde Dry este proiecția lui V pe planul Ozy, care se poate reprezenta ca 


r2 


Danae ; yo i 


a2 
Cu alte cuvinte, Dyry este domeniul plan mărginit de elipsa din planul Ozy, 
cu centrul de simetrie în originea reperului Oxyz şi semiaxele egale cu a şi b. 
Vom scrie integralele triple care dau momentele de inerție faţă de planele de 
coordonate ca iterații de integrale, prima simplă, în raport cu z, între limitele 


c - + - şi c, iar a doua, dublă, pe domeniul Day. Avem: 
2 i 2 E 
Tiz l” eul udata Au (1 = ca + a dedu; 
I = [| y?azdy f dz =e ff- y5 + Vaza 
si Day ră Day De | 


Fo | dedy | pag de= zf (1 -y (5 + 5) zau 


Aceste integrale duble se calculează utilizând coordonatele polare gene- 
ralizate în plan şi găsim: 


masbe rabsc Trabe 


I= A 
aa 20 II 20 ° 5 


Capitolul 7 


Ecuaţii diferenţiale ordinare 


7.1 Câteva generalităţi despre ecuaţii dife- 
renţiale ordinare 


In cele ce urmează I este un interval din mulţimea IR a numerelor reale, Y 
) 
este o mulţime oarecare a spaţiului R”™!, n € IN*, şi 


F:IxY >R 


este o funcţie reală continuă, de n + 2 variabile reale, având ca argumente 
variabila reală x € I, funcţia reală y : Z — IR şi derivatele sale până la 
ordinul n inclusiv y y”, , y®. 


Definiţia 7.1.1 Relaţia 
F(x,y, y, y™) =0 (7.1) 


se numeşte ecuație diferențială ordinară, de ordinul n, dacă se cere sà 
se determine funcțiiile 
g:I—> R, (7.2) 


derivabile până la ordinul n inclusiv, astfel încât 


Definiția 7.1.2 Funcția reală de variabila reală (7.2), de n ori derivabilă, 
care satisface identitatea (7.3) se numeşte soluţie a ecuații diferențiale (7.1). 
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Presupunând că este posibilă rezolvarea în raport cu derivata de ordinul 
n, ecuaţia (7.1) se poate reduce la forma explicită sau forma normală 


y™ FE fil, Y, y’, Eri, ArI, (7.4) 


Definiţia 7.1.3 Ecuația diferențială corespunzătoare cazului n = 1 se nu- 
meşte ecuație diferențială ordinară de ordinul întâi. 


Observaţia 7.1.1 Forma implicită a unei ecuații diferențiale ordinare de 
ordinul întâi este 
F(z,y,y) > 0, (7.5) 


iar forma normală sau forma explicită a sa este 
y = f(x,y). (7.6) 


Deoarece ecuaţiile diferenţiale reprezintă în multe situaţii modelarea ma- 
tematică a unor fenomene evolutive şi că aceste fenomene sunt în general 
continue, vom presupune că funcţia F din ecuaţiile (7.1) şi (7.5) precum şi 
funcţia f din (7.4) şi (7.6) sunt continue pe domeniile lor de definiţie. 


Exemplul 7.1.1 Ecuația 
y = "sint 


are familia de soluţii 
y = ylz, C) = — cost +0, ze, 
unde C este o constantă arbitrară. E 
Exemplul 7.1.2 Fie f o funcție reală de variabilă reală, definită şi continuă 
pe un interval I C IR. Toate soluţiile ecuației diferențiale ordinare de ordinul 
întâi 
y = f(x) (7.7) 


sunt de forma 


Hoeta, eaa |. (tat. (7.8) 
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Într-adevăr, f fiind funcţie continuă pe J, este integrabilă şi admite primitive 
pe Î. A determina primitivele funcţiei f înseamnă a găsi toate funcţiile y, 
definite şi derivabile pe J, care satisfac egalitatea (7.7). Cu alte cuvinte, 
primitivele funcţiei f sunt soluţiile ecuaţiei diferenţiale (7.7). 
Se ştie că funcţia 
F:I>R, F(a)= ji fat, Wzer, zoe 7, fixat, (7.9) 
zo 

este o primitivă pe I a funcţiei f gi că orice două primitive ale lui f diferă 
printr-o constantă arbitrară C. De aici deducem că toate primitivele funcţiei 
f se pot scrie în forma, 


jeta i ftdt. (7.10) 


În acest caz, funcţiile (7.8), deduse din (7.10) pentru fiecare valoare a 
constantei arbitrare C, reprezintă toate soluţiile ecuaţiei diferenţiale (7.7). m 


Exemplul 7.1.3 Ecuația diferențială ordinară de ordinul întâi 
y=ry +y’ (7.11) 

are ca soluții funcțiile 

y=Ca+C2, ze, (7.12) 
unde C este o constantă arbitrară. 
Într-adevăr, prin verificare directă se constată că, oricare ar fi valoaraea con- 
stantei C, funcţia din membrul al doilea al relaţiei (7.12) verifică identic 
ecuaţia diferenţială (7.11). 

Din punct de vedere geometric, relaţia (7.12) reprezintă o familie de 
drepte cu panta variabilă C şi ordonata la origine egală cu C°. Pentru O = 1, 
din (7.12) obţinem soluţia 

y=xr+1 (7.13) 


care în reperul Oxy este o dreaptă paralelă cu prima bisectoare. E 

Exemplele de mai sus conduc la introducerea unei alte noțiuni. 
Definiţia 7.1.4 Dacă soluțiile ecuației (7.5) sau (7.6) se pot pune sub forma 
y = p(r,0), zel, (7.14) 


unde C este o constantă arbitrară, atunci (7.14) se numeşte soluţia gen- 
erală a ecuaţiei diferenţiale corespunzătoare. 
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Definiţia 7.1.5 Se numeşte soluţie particulară a ecuaţiei diferențiale or- 
dinare (7.5) sau (7.6) funcţia 


y = p(z, Co), zel, (7.15) 


obținută din soluţia generală (7.14) prin atribuirea valorii concrete Co con- 
stantei arbitrare C. 


Observaţia 7.1.2 Ecuația (7.7) are soluţia generală (7.10). Soluţia generală 
a ecuaţiei diferenţiale (7.11) este (7.12), iar (7.13) reprezintă o soluție par- 
ticulară a acesteia. Funcţia 


l 2 
e e R, 
yY Fe x 


este , de asemenea, soluţie a ecuaţiei diferențiale (7.11) care nu se poate 
obține din soluţia generală. 


Definiţia 7.1.6 O soluţie a ecuaţiei diferenţiale (7.5) sau (7.6) care nu se 
poate obține din soluţia generală a acesteia prin particularizarea constantei 
arbitrare se numeşte soluţie singulară. 


O soluţie a unei ecuaţii diferenţiale de ordinul întâi are drept grafic o 
curbă plană numită curbă integrală. Soluţia generală a unei ecuaţii diferen- 
tiale este o familie uniparametrică de curbe integrale. 

Este posibil ca soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale (7.5) să se scrie în 
forma, 


(x,y, C) =0. (7.16) 


Relația (7.16) se numeşte integrala generală a ecuației diferențiale (7.5) 
sau (7.6). 

Soluția generală a unei ecuaţii diferențiale poate fi dată şi parametric, 
printr-un sistem de forma 


(za; au 


Observaţia 7.1.3 Ecuația diferențială (7.5) poate avea mai multe soluţii 
generale. De exemplu, ecuaţia diferențială 


= flo), 
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unde f este continuă şi nenegativă pe un interval real I, are două soluţii 


generale A , 
y=Q.+ | Viva şi = | VFO d 


Presupunem că Q : Dc IR? — R \ {0} este o funcţie continuă. Dacă 
înmulţim ambii membri ai ecuaţiei diferenţiale (7.6) cu factorul nenul Q(z, y) 
găsim ecuația diferențială echivalentă 


Notând 
şi utilizând pentru derivata unei funcţii notația lui Leibniz 
dy 
1 
se 2 
CS (7.20) 

ecuația diferențială se transcrie în forma 

P(z,y)dz +Q(x,y)dy=0, P,Q € C°(D). (7.21) 


Când expresia din membrul întâi a ecuaţiei (7.21) este diferenţiala unei 
funcţii reale de două variabile, pe mulţimea deschisă D c IR?, acesteia i se 
spune expresie diferențială exactă. Se poate afirma că (7.21) este o alterna- 
tivă, de prezentare a ecuaţiei diferenţiale ordinare de ordinul întâi sub formă 
normală (7.6) care, cu notația (7.20), se poate prezenta sub forma echivalentă 


U = fey) (7.22) 


Alternativa mai sus prezentată are avantajul că, la nevoie, putem consid- 
era y ca variabila independentă, caz în care ecuația diferenţială corespunză- 


toare se scrie d i 
T 
pai gly, z), unde g(y, x) = , 


funcţia, necunoscută fiind zx. 
Fiecărui punct (zo, yo) E€ D îi corespunde o direcţie de coeficient unghiular 


(7.23) 


Yo = f (20, yo); 
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fiecărei direcţii îi corespunde o dreaptă 
Y — Yo = Y(T — T0) 


care trece prin punctul (£o, yo) şi are panta m = yġ; prin urmare, ecuaţia 
(7.22) asociază fiecărui punct din D o direcție (dreaptă); avem astfel în D 
definit un câmp f de direcții. 

Să presupunem că y = y(x), (x,y) E€ D este o soluţie a ecuației (7.6). 
Graficul funcţiei p este o curbă integrală în D care are proprietatea că, în 
fiecare punct al ei, tangenta are ca direcție valoarea câmpului f în punctul 
considerat. 


Definiţia 7.1.7 Problema determinării soluției (7.2) a ecuației diferențiale 
(7.6) care pentru x = xo ia valoarea dată yo, se numeşte problema Cauchy, 
iar condiția 

p(z0) = Yo, (7.24) 


se numeşte condiție inițială sau dată inițială. 


Observaţia 7.1.4 Din punct de vedere geometric, problema Cauchy pentru 
ecuaţia diferențială (7.6), cu condiția inițială (7.24), înseamnă determinarea 
acelei curbe integrale a ecuației diferențiale (7.6) care trece prin punctul de 
coordonate (£o, Yo). 


Exemplul 7.1.4 Soluţia problemei Cauchy pentru ecuația diferențială (7.7) 
cu condiția inițială (7.24), este 


y=w+ | ra (7.25) 


Într-adevăr, soluţia. generală a ecuaţiei diferenţiale (7.7) am văzut că este 
(7.10). Dacă vom căuta soluţia care pentru x = zo ia valoarea yọ, vom obţine 


TI ai a (bat = C, (7.26) 


deci C = yo. m 


Observaţia 7.1.5 Formula (7.25) arată că (Y) (xo,yo) E I x R există o 
soluție unică a ecuaţiei (7.7) care satisface condiția inițială y(xo) = yo. Cu 
alte cuvinte, prin orice punct din intervalul nemărginit bidimensional I x IR 
trece o curbă integrală şi numai una. 
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Teorema de mai jos arată în ce condiții soluția problemei Cauchy pentru 
ecuaţia diferenţială (7.6) cu condiţia iniţială (7.24) există şi este unică. 


Teorema 7.1.1 Presupunem verificate următoarele condiţii: 


e funcţia reală f este definită şi continuă pe intervalul închis bidimen- 
sional 
h = {(x,y) €E R? : |£- zo| <a, |y — yol < b}; 


e funcţia f este lipschitziană ca funcţie de y pe mulțimea I>, adică există 
o constantă pozitivă L astfel încât 


|f (£, y) r f(z, y2)| < Lly di va], (Y) (z, yı), (7, y2) = h. (7.27) 


În aceste condiţii, există o soluție unică y = y(x) a problemei Cauchy pentru 
ecuaţia diferențială (7.6) cu condiția inițială (7.24), definită pe intervalul 
|x — zo| < ô, unde 


5 = inf (a, 7): M = sup{lf(e v): (5) € h} 


Desigur, soluţia problemei Cauchy pentru ecuaţia (7.6), cu condiţia iniți- 
ală (7.24), este o soluţie particulară a ecuaţiei diferențiale ordinare de ordinul 
întâi sub formă normală (7.6). 

Aşadar, mulţimea soluţiilor tuturor problemelor Cauchy ale ecuaţiei di- 
ferenţiale (7.6) constituie soluţia generală a ecuaţiei (7.6) în domeniul D. 

Totalitatea soluţiilor particulare ale unei ecuaţii diferenţiale ordinare de 
ordinul întâi sub forma normală depinde de o constantă arbitrară. Putem 
arăta că, invers, orice familie de curbe plane 


g(z,y,0)=0, (z,y)eD, (7.28) 


cu g continuă şi derivabilă parţial în D, verifică în D o ecuaţie diferenţială 
ordinară de ordinul întâi. Într-adevăr, considerând că în (7.28) y este funcţie 
car e depinde de x şi derivând în raport cu variabila x, avem 

og 


ar DHC) +y 


og 
=> C) =0. 7.29 
lay, C) (7.29) 

Eliminarea constantei C din relaţiile (7.28) şi (7.29) conduce la o ecuaţie 
diferenţială de forma (7.5). 
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Exerciţiul 7.1.1 Să se determine ecuaţia diferențială a familiei de curbe 
y = Cz + f(C). (7.30) 


Soluţie. Derivând în raport cu x în (7.30), găsim y = C. Eliminând con- 
stanta C între acest rezultat şi (7.30) obţinem ecuaţia diferenţială de ordinul 
întâi 

y = zy' + f(y’), (7.31) 


care se numeşte ecuație diferențială de tip Clairaut. E 


Definiția 7.1.8 Prin problemă Cauchy asociată ecuației diferențiale 


de ordinul n (7.4) se întelege determinarea unei funcții y = p(x) care 
satisface ecuația 
poz) = fma a e a W zelcR (7.32) 
şi verifică condiţiile inițiale 
(zo) = y, p'(20) a y3, ERSS p(n D(20) sa yo, (7.33) 
unde zo € I şi yf, p9,-:-,y0 sunt fizate. 


Să considerăm ecuaţia diferenţială de ordinul n sub formă normală (7.4) 
şi să presupunem că s-a obţinut o soluţie 


y = p(z, Ci, C2,- , Chn) (7.34) 
care depinde de n constante Ci, 0, +++, Ch- 
Definiţia 7.1.9 Dacă funcţia (7.34) are următoarele proprietăți: 


1. este soluţie a ecuaţiei diferenţiale (7.4) oricare ar fi punctul de coordo- 
nate (C1, C3,:::,C1) luat dintr-un anumit domeniu A C IR”; 


2. există şi este unică n—upla (09, C9,..., 00) e A astfel încât 
y= p(z, C), C3 = (00) 
să fie soluţia problemei Cauchy a ecuaţiei diferenţiale (7.4), cu condi- 
tiile iniţiale (7.33), unde 
(o, Yi Yz Ea, e) 


este un punct oarecare din multimea D C R", domeniul de definiţie 
al funcției f din membrul doi a ecuaţiei diferențiale (7.4), 
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atunci (7.34) se numeşte soluția generală a ecuației diferențiale (7.4) în 
domeniul D. 


Definiția 7.1.10 A integra o ecuație diferențială înseamnă a determina 
toate soluțiile sale. 


7.2  Ecuaţii diferenţiale ordinare, de ordinul 
întâi, integrabile prin cuadraturi 


În cele ce urmează vom prezenta câteva tipuri de ecuaţii diferențiale ordinare 
de ordinul întâi ale căror soluții generale se pot determina prin operații de 
integrare sau cuadrare. 
7.2.1  Ecuaţii diferenţiale cu variabile separate 
Definiția 7.2.1 O ecuație diferențială de tipul 

P(x)dz + Q(y)dy = 0, (7.35) 


unde P : lı — R şi Q : lh — R sunt funcții reale continue date pe intervalele 
reale l şi 1», se numeşte ecuaţie diferenţială ordinară, de ordinul întâi, 
cu variabile separate. 


Teorema 7.2.1 Funcţia F : lı x I — R, cu valorile date de 


Fr) = | Pihdt+ | Qld, (x0,y0) € h x h, (7.36) 


To yo 


este diferențiabilă pe interiorul mulțimii Iı x I> şi are proprietatea 
dF'(z,y) = P(x)dz + Q(y)dy. (7:37) 


Demonstraţie. Existenţa lui F este asigurată de continuitatea funcţiilor P 
şi Q. In plus, 


(7.38) 
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Având în vedere că 


OF oF 
din (7.38) si (7.39) rezultă (7.37). E 


Teorema 7.2.2 Fiecare soluție 


y = p(x), (7.40) 


a ecuației diferențiale cu variabile separate (7.35), cu graficul cuprins în I x 
I, satisface relația 
F(z, y(2)) =C (7.41) 


pentru o anumită constantă C. Reciproc, dacă ecuația F(x,y) =C defineşte 
pe y ca funcție implicită diferențiabilă de variabila x, atunci această funcție 
este o soluție a ecuației diferențiale cu variabile separate (7.35). 


Demonstrație. Presupunem că 
y = (z), zE (a,b) Ch (7.42) 


este o soluţie a ecuaţiei diferenţiale cu variabile separate (7.35) astfel încât 
să avem 
(x, olz) e ln xh, (W)rela,b). (7.43) 
Să arătăm că 
F(z,p(z))=C, (V) z E€ (a,b). (7.44) 


Pentru aceasta considerăm funcția compusă 


g: (a,b) —> R, glx) = F(z, (x)) (7.45) 
gi derivata ei i să 
g'(x) = gr (2 P(7)) + oy P(0))e (2). (7.46) 


Folosind acum în (7.46) rezultatul (7.38) precum şi varianta 


P(x) + Qlp(z))o (2) =0, (V) z € (a,b) (7.47) 
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a faptului că (7.42) este o soluţie a ecuaţiei (7.35), deducem 
g (2) = P(x) + Q(z) (z) =0, (Y) x E (a,b). (7.48) 


Relaţia (2.13) arată că funcţia g este o constantă pe intervalul (a,b). 
Astfel, orice soluţie y a ecuaţiei diferenţiale cu variabile separate (7.35) sa- 
tisface ecuaţia carteziană implicită (7.44). 

Să presupunem acum că ecuaţia F(x,y) = C defineşte pe y ca funcţie 
implicită diferenţiabilă de z pe (a,b) € Ii. Ecuatia (7.44) implică faptul că 
funcţia g din (7.45) este constantă pe (a,b). Rezultă 


0 = (2) = Pa) + QUW. (7.49) 
Dând deoparte pe g'(x) din (7.49) deducem că y este o soluţie a ecuaţiei 
diferenţiale cu variabile separate (7.35). E 


Teoremele precedente sugerează un procedeu practic de găsire a soluției 
generale a ecuației diferențiale cu variabile separate (7.35). 
Familia de ecuații carteziene implicite 


f P(oat+ | Qoa- 0 Geg ehi (7.50) 
To Yo 

unde (z0, yo) este un punct fixat din intervalul bidimensional Jı x I2, descrie 
curbele integrale ale ecuației diferențiale cu variabile separate (7.35). Dacă 
impunem ca valorii z = £o să -i corespundă y = yo, din (7.50) rezultă C = 0 
şi deci soluţia problemei Cauchy a ecuaţiei diferențiale (7.35), cu condiţia 
iniţială y(£o) = yo, există şi este unică. Această soluţie este funcţia definită 
implicit de ecuaţia 


| Pa + [' oousi. (7.51) 


0 yo 
Exercitiul 7.2.1 Să se integreze ecuația diferențială 


dx dy 


dem g 


Soluţie. Aplicând rezultatele de mai sus avem că soluţia generală a ecuaţiei 
(7.52) este 


0, (z,y) €(—1,1) x (—1, +00). (7.52) 


arcsin gz + ln (y + 1) = C. (7.53) 


Să observăm că ecuaţia are şi soluția y = —1; ea se obţine din integrala 
generală (7.53) pentru C — —oo. m 
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7.2.2 Ecuația diferenţială exactă 


Fie D C IR? un domeniu plan simplu conex, şi P: D > R,Q:D—> R 
două funcţii continue derivabile parţial, prima în raport cu y, iar a doua în 
raport cu variabila x. 


Definiţia 7.2.2 O ecuație diferenţială de tipul 
P(x, y)dx + Q(x, y)dy = 0, (7.54) 


se numeşte ecuaţie diferențială exactă dacă funcțiile P şi Q satisfac în 
D condiția 
OP oQ 


ay EP) =g EY) (V) (æy) ED. (7:98) 


Teorema 7.2.3 Ecuația diferențială exactă (7.54) are soluția generală 


z y 

J P(t yo)dt+ | Ql, Ðdt =C. (7.56) 
to yo 

Demonstraţie. Fie A(£o, yọ) E€ D, fixat astfel încât luând un punct oare- 

care M(x,y) al domeniului şi notând cu B punctul de coordonate (£, yo), 

segmentele de dreaptă AB şi BM să fie incluse în D. Să considerăm funcţia 

F : D — IR ale cărei valori se calculează după regula 


z y 
FPaaj= i P(t yodt+ | Qlæ, tdt. (7.57) 
zo yo 
Folosind regula lui Leibniz de derivare a unei integrale depinzând de un 
parametru constatăm 


OF OF 


e (x,y) => P(x,y), g y) = Q(7,y), (v) (x,y) E€ D. (7.58) 


Or 


Deoarece funcţiile P şi Q sunt continue, deducem că F are derivate parţiale 
continue şi deci este funcţie diferenţială pe D. Ţinând cont de expresia 
diferenţialei de ordinul întâi şi de (7.58), deducem 


dF(z,y) = P(z,y)dz + Q(z, y)dy,  (vV)(x,y)eD. (7.59) 


Aşadar, membrul întâi al ecuaţiei (7.55) este diferenţiala funcţiei F din (7.57). 
Din acest motiv denumirea ecuaţiei diferenţiale (7.54) este acea de ecuaţie 
diferenţială exactă. 
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Folosind acum (7.54) şi (7.59), avem 


dF(x,y)=0, (V) (x,y) € D, 


de unde 

F(x,y) =C, (Y) (z,y) € D. (7.60) 
Ţinând seama de (7.57) şi (7.60) deducem că soluţia generală a ecuației di- 
ferenţiale exacte (7.54) este (7.56). m 


Corolarul 7.2.1 Soluția problemei lui Cauchy pentru ecuația diferențială 
eractă (7.54), cu condiția iniţială y(£zo) = yo, unde (zo, Yo) E D, este 


y 


f "Pegot J Q(z, tdt = 0. (7.61) 


(0 yo 


Demonstraţie. Într-adevăr, alegând ca datele iniţiale £o şi yo să fie coordo- 
natele punctului A, şi impunând condiţia ca pentru x = £o să avem y = Yo, 
din (7.56) deducem C = 0. Ca urmare, soluţia căutată este funcţia y = y(x) 
definită implicit de ecuaţia (7.61). E 


Exercitiul 7.2.2 Să se integreze ecuația diferențială 
(322y + sin z)dz + (z? — cos y)dy = 0. 


Soluţie. Aici P(x,y) = 3£z?°y + sing, Q(z,y) = z? — cosy, (x,y) € R’. 
Aceste funcţii sunt derivabile şi 


OP 


Dy Q (x,y) = 32°. 


o 
x,y) = 32, = 
(x,y) Jz 
Derivatele parțiale de mai sus fiind egale, ecuația dată este ecuație diferen- 
tială exactă. Luând drept punct A(zo, Yo) originea reperului cartezian Ozy, 
deci zo = 0, yo = 0, şi aplicând (7.56), deducem că soluţia generală a ecuaţiei 
date este 


T sin tdt + Te — cost) dt = C. 
0 0 


Efectuând integrările care se impun mai sus, găsim că soluţia generală a 
ecuaţiei date este 


cosz + siny — s’y +0 -—1=0, (Y) (x,y) € R. 


370 Ion Crăciun 


Din punct de vedere geometric, soluţia. generală este o familie de curbe plane 
care umple tot planul. Prin fiecare punct al planului trece o curbă integrală 
şi numai una. De exemplu, dacă dorim să rezolvăm problema Cauchy a e- 
cuaţiei date cu condiţiiniţială y(0) = 0, adică să determinăm curba integrală 
care trece prin origine, găsim C = 0 şi deci soluţia căutată este 


cosx + siny — zy —1=0. 


Funcţia reală definită implicit, în vecinătatea originii, de această ecuaţie 
este o soluţie particulară a ecuaţiei diferenţiale căci a fost obţinută din cea 
generală luând pentru constanta C valoarea C = 0. i 


7.2.3  Ecuaţii diferenţiale de ordinul întâi care admit 
factor integrant 


Fie ecuaţia diferenţială 
P(x, y)dz + Q(x, y)dy = 0, (7.62) 


unde P: D — R, Q : D — KR sunt două funcţii reale diferenţiabile pe 
un domeniu plan D C IR?°. Dacă expresia diferenţială Pda + Qdy nu este o 
diferenţială exactă, adică nu este îndeplinită condiţia, 


9P 2Q 


gy OD = oale) V) (E9) €D, (7.63) 


atunci ne propunem să căutăm o funcţie ui: D — IR? astfel încât expresia 
diferențială 


w = u(x, y)P(x,y)dx + u(x, y)Q(x, y)dy 


să fie o diferențială totală exactă a unei funcţii reale de două variabile reale. 
Pentru aceasta, conform lui (7.63), ar trebui să fie îndeplinită condiţia 


O 


(Hengen) = EEPE) (ta) e pro 


Definiţia 7.2.3 Funcţia u : D — R°, diferențiabilă pe D C IR?, care 
verifică. ecuaţia (7.64), se numeşte factor integrant al ecuaţiei (7.62). 
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Prin înmulţirea ecuaţiei (7.62) cu factorul integrant u care satisface (7.64), 
ecuaţia (7.62) devine 


alx, y)P(x, y)dz + u(x, 9)Q(z,y)dy = 0. (7.65) 


Pentru ca (7.65) să fie o ecuaţie diferenţială cu diferenţială totală ex- 
actă trebuie să fie îndeplinită relaţia (7.64), care, după efectuarea derivatelor 
parţiale, devine 


ðu 


ðQ oP 
TEA 


A due y)=0. (7.66) 


o 
Qle, pa ai P(x,y) 


Relaţia (7.66) este o ecuație cu derivate parțiale de ordinul întâi, liniară 
şi neomogenă, căreia, în anumite cazuri, i se poate determina o soluție par- 
ticulară. 

De exemplu, dacă o să căutăm un factor integrant care să fie funcţie 


numai de x, adică u = u(x), deoarece ie 0, ecuaţia (7.65) se reduce la 


Oy 
1 du _ 1/0P  9Q 
u dr Q ( Oy de) meg 


1/0P 9 
şi determinarea, lui pu este posibilă dacă = (2 — a este funcție numai 
Q`\ðy ðr 


de z. Într-adevăr, în (7.67) variabilele se separă şi obtinem pe u printr-o 
operație de integrare 


ln șa): = J e — IO ar (7.68) 


După determinarea factorului integrant u = u(x) (numai dacă acest lucru 
este posibil) se înmulţesc ambii membri ai ecuaţiei (7.62) cu factorul integrant 
(7.68) şi ecuaţia devine una cu diferenţială exactă a cărei soluţie generală ştim 
că este 


| MOPE, poat + ula) [ot tdt = C. 


0 


În mod asemănător, dacă se căută un factor integrant u = u(y) funcţie 
numai de y, din (7.65) avem 


1 du 1/80 9P 
li) 
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şi determinarea lui u = u(y) este posibilă dacă 


1.9Q -0P 
zi) 


este funcţie numai de y. Dacă această condiţie este îndeplinită obţinem pe 
u = u(y) printr-o cuadratură 


In u(y) = J4% = au 


Este posibil să existe şi alte situaţii în care ecuaţia cu derivate parţiale 
de ordinul întâi (7.65), care determină factorul integrant, să se poată rezolva 
şi să se i se găsească o soluţie particulară. 


Exercitiul 7.2.3 Să se integreze ecuația diferenţială 
(x siny + y cosy)dr + (x cosy — y sin y)dy = 0. 
Soluţie. Avem: 


P(x,y) =x siny +y cosy, Q(z,y) = cosy — y siny; 


—— = g cosy + cosy — y siny, = = cosy; 
Oy Oz 

ap „20 L ðP _20) _ 

Oy ðr’ Q\ðy Or 


Aşadar, ecuaţia dată nu este o ecuație cu diferențială totală exactă dar 
admite factor integrant funcţie numai de x. Factorul integrant se găseşte 
rezolvând ecuația cu variabile separate 


du E 1 SS oQ 


u Q dy ðr 


Înmulţind ecuaţia dată cu factorul e”, obtinem ecuaţia 


T 


)da = da => AS => ulr)= e. 


e”(x siny + y cosy)dz + e” (x cosy — y sin y)dy = 0. 
Ecuația obţinută are forma P(x, y)dz + Qı(z, y) = 0, unde 


P(x,y) = e° (x siny +y cosy), Qiı(z,y) = e°(x cosy — y siny). 
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Efectuând derivatele care se impun, avem: 


OP, | 

—— = e" (x cosy + cosy — y siny), 

Oy 

O 

mi = e“(z cosy + cosy — y siny). 
z 


Aceste derivate parţiale sunt egale şi, prin urmare, membrul stâng al ecuaţiei 
diferenţiale obţinută după înmulţirea cu factorul integrant este o diferenţială 
totală exactă. 

Soluţia. generală a ecuaţiei date este 


y 
e | (z cost — tsin t)dt = C => e” (xz siny + y cosy — sin y) = C 
0 
gi este reprezentată în forma implicită. E 


Exercitiul 7.2.4 Să se integreze ecuația diferențială 
2xy dx + (3y? — x? + 3)dy = 0. 

P oQ 
— g 
Oy Oz 


din anularea unei diferenţiale exactă. In schimb, 


Soluţie. Deoarece „ecuaţia dată nu este o ecuaţie care provine 


y 


aA pă 
PO  9y i 
ceea ce arată că ecuaţia diferenţială considerată admite factor integrant care 
depinde numai de y. 

Se găseşte că factorul integrant este u(y) = 1/92. 

Înmulţind ambii membri ai ecuaţiei cu factorul integrant, obţinem ecuaţia 
cu diferenţială totală exactă 


2x 3y? — r? +3 
y y’ 


dy = 0, 


care are soluţia generală 


3 
—+3y——=0. 
y y 
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După eliminarea numitorului, din soluţia generală obţinem 
r? +34? — 3 — Cy = 0, 


căreia putem să-i spunem integrala generală a ecuaţiei diferenţiale consider- 
ate. 

Curbele integrale ale acestei ecuații diferențiale constituie o familie de 
conice sau curbe algebrice de ordinul al doilea. E 


7.2.4 Ecuații diferențiale cu variabile separabile 
Definiţia 7.2.4 O ecuație diferenţială de tipul 


P, (x)Q(y)dx + Po(x)Qı (y)dy = 0, (7.69) 


unde Pi, P> € C?(L), Q1, Q2 e 0912), se numeşte ecuaţie diferențială cu 
variabile separabile. 


Observaţia 7.2.1 Dacă ne limităm numai la subintervalele lui I} respec- 
tiv I> pe care funcțiile P) respectiv Q nu se anulează, ecuaţia diferențială 
cu variabile separabile (7.69) se reduce la o ecuaţia diferenţială cu variabile 


separate 

P. 

Po(2) Q2(y) 
Observaţia 7.2.2 Folosind observaţia precedentă precum şi rezultatele sta- 


biltite la ecuaţii diferenţiale cu variabile separate deducem că soluţia generală 
a ecuaţiei diferențiale cu variabile separabile (7.69) este 


y=0. 


2 Pl) PAH, 
it f TOM (7.70) 


unde C este o constantă arbitrară iara € Iı, Pala) #0 şibe D, Q2(b) Æ 0. 


Observaţia 7.2.3 Dacă zo şi yo sunt astfel încât 


Po(xo) = 0, Q2(y0) = 0, 


se constată că x = £o şi y = yo sunt soluţii ale ecuaţiei diferențiale cu 
variabile separabile care nu se pot obține din soluţia generală (7.70) şi ca 
atare putem spune că 

T= T0 Şi Y =Y 


sunt soluții singulare ale ecuației (7.69). 
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Observaţia 7.2.4 Soluţiile singulare ale unei ecuaţii diferenţiale cu vari- 
abile separabile, dacă există, sunt drepte paralele cu axele de coordonate, sau 
segmente ale acestora. 


Exercitiul 7.2.5 Să se determine soluţiile generale ale următoarelor ecuații 
diferenţiale cu variabile separabile: 


10. (£? +a?) (y? +b?) dr + (x? — a?) (y? —b2)dy=0, a>0,b>0; 
20. 3e”tgydxr+ (1+ e”) sec? ydy = 0. 


Pentru cea de a doua ecuație să se determine acea soluție cu proprietatea că 
graficul ei trece prin punctul (0, 7/4). 


Soluţie. 1°. Considerând că z € I, unde I este un interval inclus în unul 
din intervalele (—o0, —a), (—a,a) sau (a, +00), constatăm că se pot separa 
variabilele, pe intervalul 7, prin împărţirea ambilor membri ai ecuaţiei cu 
(x? — a°) (y? + b°). Obtinem: 

ag? y2 — b? 


dz A 


TIE ppp AmI 


sau 


(14 Ze )da | (1 W )dy =0. 


Pi y2 +b 


Soluția generală a acestei ecuații diferențiale cu variabile separate este 


— 2b 
a In|” =|- arctg Ý = C. 
a r+a a b 
Dreptele z = —a şi x = a, paralele cu axa Oy, sunt soluţii singulare ale 


ecuației date. 


20. După separarea variabilelor ecuaţia devine 


3e? 2 
d e SSV dud. 


1+ a te y 


Separarea, variabilelor a fost posibilă pentru x € IR şi y € I, unde inter- 
valul 7 nu conţine puncte de forma y = kr/2, ke Z. 
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Soluţia. generală se obţine integrând primul termen între zo şi x, cel de al 
doilea termen între yo € I şi y € I, adunând rezultatele şi egalându-le apoi 
cu logaritmul natural al unei constante pozitive arbitrară. Luând x = 0, 


Yo = 2 şi efectuând calculele, avem 
(1+e2%)5-tgy=8C. 
Impunând condiţia ca punctul de coordonate (0, 2j sà aparțină unei curbe 
integrale găsim C = 1 şi prin urmare soluţia problemei Cauchy este 
(1 +e)’. tgy=8. 


Funcţiile y = kr, k € Z, sunt soluţii singulare ale ecuaţiei date; curbele 
integrale corespunzătoare soluțiilor singulare sunt paralele echidistante la axa 
Or. E 


7.2.5 Ecuația diferenţială omogenă 


Definiţia 7.2.5 Ecuația diferențială ordinară de ordinul întâi 
dy _ P(x,y) 
dr Q(zy) 


unde P şi Q sunt funcţii continue omogene de aceslaşi grad m, se numeşte 
ecuație diferențială omogenă. 


(7.71) 


Exprimând că funcţiile P şi Q sunt omogene, avem 
P(tx, ty) = t” P(x,y), Q(tx, ty) = t” Q(x, y). (7.72) 


1 
Dacă în (7.72) luăm t = —, deducem 
gi 


P(z,y) = ="P(1, 2) ` Q(z) =”Q(1, 2) (7.73) 


Pentru simplificarea formei ecuaţiei diferenţiale (7.71), efectuăm notația 
y 
PU) 
? y 
zL = (2). (7.74) 
Q(1, =) 
di 


Capitolul 7 — Ecuaţii diferenţiale ordinare 377 


Folosind acum (7.73) şi (7.74) în (7.71) constatăm că ecuaţiile diferenţiale 
omogene au forma generală 


dy (Y 
d = Fi) (7.75) 
Teorema 7.2.4 Schimbarea de funcţie necunoscută 
y>z0 4 ” =z (7.76) 


în ecuaţia diferențială omogenă (7.75) transformă ecuația întro ecuaţie dife- 
rențială cu variabile separabile a cărei integrală generală este 


In || +C = (2), (7.77) 


1 
unde C este o constantă arbitrară, iar ® este o primitivă a funcției O 
2) —z 


pe un interval I C IR cu proprietataea că ecuaţia 
f(z) — 2 =0 (7.78) 
nu are nici o soluţie. 


Demonstraţie. Efectuând derivarea în cea de a doua relaţie din (7.76) şi 
tinând cont că z = z(x), obţinem 


dy dz 
ia 7 Pra ăcă, (7.79) 
Înlocuind (7.76) şi (7.79) în (7.75), găsim 
d 
z- = DIO: (7.80) 
Pe intervalul 7, după separarea variabilelor, obținem 
dz dr 
Ea, 7.81 
fiz-z zæ o 
Integrala generală a ecuației diferențiale cu variabile separate (7.81) este 
In |æ| + C = (2), (7.82) 


1 
unde am notat prin P(2) o primitivă a funcției ————. Revenind la funcţia 
2) — z 


y, prin folosirea notaţiei (7.76), din (7.82) obţinem (7.77). E 
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Observaţia 7.2.5 Dacă zo este o rădăcină a ecuaţiei (7.78), atunci z = zo 


d 
(constant) este soluţie şi pentru ecuaţia (7.80), deoarece Pa = 0. De aici şi 
din (7.76) rezultă că funcția 
Y= Z0: T (7.83) 


este o soluţie a ecuației diferențiale (7.75), anume o soluție singulară. Curba 
integrală corespunzătoare soluției (7.83) este o dreaptă care trece prin origine 
şi are panta 20. 


Observaţia 7.2.6 Dacă în (7.77) înlocuim pe C cu —ln C, integrala gen- 
erală (7.77) se scrie 


a (7.84) 
z 
unde am notat 7 
$ ul Fă 
(2) =e 2) (7.85) 
Observaţia 7.2.7 O familie de curbe plane de ecuație (7.84) verifică o e- 
cuație diferențială omogenă. 


Într-adevăr, derivând în ambii membri în (7.84), obținem 
O n(Y YNY 
1= GE = a) (2); (7.86) 


Eliminând constanta C din ecuaţiile (7.84) şi (7.86), deducem 


y 
To g? (IN 
() 
Rezolvând ecuaţia (7.87) în privinţa lui y’, găsim o ecuaţie diferenţială omo- 
genă de forma (7.75), în care membrul al doilea este 


(7.87) 


(2) = y i (7.88) 


Putem spune deci că o ecuaţie diferenţială este omogenă dacă şi numai dacă 
soluţia sa generală este (7.84). m 
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Exercitiul 7.2.6 Să se integreze ecuaţiile diferențiale omogene: 
Y 
Te; y' = Yy +ed ; 
z 


20. ryy =y? +2x°; 


30. ry 4 £ cos —y tz =0; 
£ 


T 

A NI) joi 
arctg = 
£ 


5o ry'ln 9 = xz + yln 
z 


Soluţie. 10. După efectuarea schimbării de funcţie (7.76), ecuaţia devine 
za +2 = ze, 
care este o ecuaţie diferenţială cu variabile separabile. Separând variabilele, 
obţinem 
da 
e dz = —. 
z 
Souţia generală a acestei ecuaţii este 
In |z| = —e*+C. 
Revenind la funcţia iniţială, găsim că soluţia generală a ecuaţiei este 


LA 
In |z| = -ezt +C. 


Această ecuaţie diferenţială nu are soluţii singulare. 
20, Împărţind ambii membri ai ecuaţiei prin z?, obţinem 
Y yy 2 
Zy = |= Da 7.89 
a (2) F (7.89) 
După efectuarea schimbării de funcţie (7.76), ecuația (7.89) se scrie 


z(t? +2)=2 +2. 
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Separarea variabilelor în această din urmă ecuaţie diferenţială conduce la 
ecuaţia. diferenţială cu variabile separate 


2d 
zdz = dci 
z 
Integrând, obţinem 
z2 = 4 Ina), 


Revenind la funcția inițială deducem că soluția generală a ecuației date 
este 
y? = 4? n Cl]. 


Nici această ecuaţie diferenţială nu are soluţii singulare. 


30. Avem pe rând: 


Yy y 


y’ +cos#—^+1=0; 
£ T 
grz’ +z+cosz—z+1l=0; 
dz _ dz 
l+cosz x’ 
dz dz 
2 cos2 2 a 
2 
RR e, 
e ID 
(, 
z = 2arctg In —. 
|a] 


Revenind la variabila dependentă iniţială, găsim că soluţia generală a 
ecuației este 


C 
y = 2 x arctg ln — 


|e 
Această ecuaţie are o infinitate de soluţii singulare de forma 


y=(2k+1)rz, keZ 


deoarece ecuaţia f(z)— z = 0, adică ecuaţia 1 + cos z = 0, are o infinitate de 
soluții şi anume 2 = (2k + 1)r, ke Z. 


Capitolul 7 — Ecuaţii diferenţiale ordinare 381 


40. Procedând în mod analog ca la celelalte trei ecuaţii diferenţiale găsim că 
soluţia generală a ecuaţiei este 


y 
-arctg Ž = z - In (C - y £2? + 92). 
y -arctg 7 ( y’) 


Nu are soluţii singulare. 


50. Urmând prezentarea teoretică, avem: 


y'n Z = EAS 
T T z 
(zz +z)lnz = 1+zlnz; 
d 
ln z dz = sai 
z 
zInz — z = Value 


după care, reîntorcându-ne la funcţia y, găsim că soluţia generală este 
y ln +] = y+ em Cl. 
z 


Nu are soluţii singulare. E 


7.2.6 Ecuații diferenţiale reductibile la ecuaţii diferen- 
tiale omogene 


O ecuaţie diferenţială reductibilă la una omogenă este 


; aix + biy 
p pei ae, 7.90 
ii Ko SF a); ( ) 


unde a1, b1, a2, bə sunt constante reale care satisfac condiţia 
Qi b2 —aobi Æ 0, 


iar f este o funcţie reală de variabilă reală definită pe un interval. Ea este 
evident o ecuație diferențială omogenă deoarece se poate scrie în forma 
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Cu substituţia, 


y=rz 4> z (7.91) 
se separă variabilele. 
Exercitiul 7.2.7 Să se integreze ecuația diferenţială 
(2x — y)dx + (2y — x)dy = 0. (7.92) 


Soluţie. Dacă punctul (x,y) € IR? este astfel încât nu este verificată ecuatia 


z — 2y =0, (7.93) 
(7.92) se scrie în forma 
dy y—2r 
aE : 7.94 
d£  2y—x ( ) 


Facând schimbarea de funcţie y = zz, constatăm că (7.94), care este o 
ecuaţie de forma (7.90), devine: 


p igan i 
dz 
Separând variabilele, obţinem: 
22 —1 dx 
— da= =; 
2(22 — z +1) z 


Integrând această ecuaţie, se găseşte: 
r?’ (z2? — z + 1) = C’. 
Soluţia generală a ecuaţiei date este 
r? — ry +y = 07 


şi, din punct de vedere geometric, reprezintă o familie de elipse cu centrul de 
simetrie în originea axelor din care se scot punctele de intersecţie cu dreapta 


(7.93). a 


O altă ecuaţie diferenţială reductibilă la o ecuaţie omogenă este 


a£ + biy a 
azx + bzy C2” 


PS (7.95) 
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unde a1, bi, C1, a2, b2, co sunt constante care satisfac condiţiile: 
2 pica LO: Qi b2 —aobi Æ 0. (7.96) 


În situatia (7.96) mulțimile (D1) şi (D2) ale punctelor de coordonate (x, y) 
care satisfac respectiv ecuațiile: 


(Dı): ax+by+ci=0; (D2): azz + bzy + c2 = 0, 


reprezintă două drepte concurente în punctul (£o, yo). 
Efectuând schimbarea de variabilă independentă şi de funcție (o transla- 


tie) 
u = £T — Tọ, 
v = yY -= Yo, 
în ecuația (7.95), constatăm că aceasta devine 
du aiu bv 
în = pat) 
Ecuația (7.97) este de tipul (7.90), deci cu schimbarea de funcţie 


(7.97) 


azu + bv 


v = uz 
se separă variabilele. 


Exercitiul 7.2.8 Să se arate că prin schimbări de funcţie şi de variabilă 
convenabile, următoarele ecuaţii se reduc la ecuaţii diferențiale de tip omogen 
şi apoi să se integreze: 

a) (2x+y+1)dr£ + (x+2y-—l1)dy = 0; 

b) Or+y-—l)dz + (x—?2y+3)dy = 0; 

c) (z+y-—2)dz + (x—-y+4dy = 0. 


Soluţie. Determinând raportul dy/dx constatăm că fiecare din cele trei e- 
cuaţii aparţine tipului de ecuaţie diferenţială (7.95) prezentat mai sus. 

a) Dreptele (Dı): 2x +y +1 = 0 şi (D2): x + 2y — 1 = 0 se intersectează 
în punctul (—1, 1). Efectuând schimbarea de variabilă şi de funcţie 


z=u-—l, 
y=v+]1, 
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ecuaţia dată se transformă în: 
(2u + v)du + (u + 2v)dv = 0. 


În ecuaţia omogenă obţinută punem v = uw, w = w(u), de unde dv = 
udw + w du şi ajungem la ecuația cu variabile separabile 


2(w° +w + Dudu +u? (1 + 2w) du = 0, 
a cărei integrală generală este 
uvw? +w +1=C, 


sau, după revenirea la funcţia v prin înlocuirea lui w cu v/u şi ridicarea la 
pătrat, 
u2 +uv +v = C2. 

Trecând la variabilele inițiale prin u = x+1 şi v = y—1, după transformări 
elementare găsim că integrala generală a ecuaţiei date este familia de curbe 
algebrice de ordinul al doilea de gen eliptic cu centru în punctul de intersecție 
al celor drepte 

r? + ry +y +r- y= C, 


unde noua constantă Ci este Ci = C? — 1. 


b) Punctul de concurență al celor două drepte aici este (—1/5, 7/5). Efectu- 
ând schimbarea de variabile 


z=u 1/5, 
y =v + 7/5, 


ecuația devine 
(2u + v) du + (u — w) dv = 0. (7.98) 


Această ecuație este omogenă, drept pentru care facem schimbarea de 
funcție 
v=uw, w= w(u) 


şi ajungem la ecuaţia diferenţială cu variabile separabile 


2(1 + w — w2) 
Fo 
MRE S p] 
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a cărei soluţie generală este 
2w — w — 1| = C2. 
Revenind la funcţia v, obţinem 
2— wv -u =C. 


Înlocuind în acest ultim rezultat pe u cu z + 1/5 şi pe v cu y — 7/5, după 
calcule elementare, găsim că soluția generală a ecuației considerate la acest 
punct este 

r? + ry — y? — r++ 3y = C. 

Folosind teoria curbelor algebrice de ordinul al doilea se constată că 
această familie de curbe plane este formată fie din hiperbole, fie din perechi 
de drepte concurente reale, caz în care vom spune ca aceste curbe integrale 
sunt curbe algebrice de ordinul al doilea (conice) de gen hiperbolic. 


c) Se procedează în mod asemănător ca la celelalte două ecuaţii diferențiale 
gi se găseşte că soluția generală este 


£? + 2y — y? — 4r + 8y = C 
care, din punct de vedere geometric, reprezintă o familie de curbe algebrice 
de ordinul al doilea de gen hiperbolice. E 


Cel de al treilea tip de ecuații diferențiale reductibile la ecuații omogene 
este acela de forma (7.95), în care constantele care apar la variabila funcției 
f satisfac relațiile 


c2 + c2 F 0, Q1b> = a2b1 =0. (7.99) 
În acest caz dreptele (D1) şi (D2) din (7.96) sunt paralele. Din (7.99) rezultă 
a2 bə 
— = =k 
ai bı í 
deci ecuația (7.95) devine 
b 
y = (Aita) (7.100) 


(az + biy) + oo 


Cu schimbarea de funcţie dată de relaţia 


Mr+biy=z, z= z(x), 
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care implică 
dy 1l dz 
o a 


ecuația (7.100) capătă forma 


(E =a) E e (7.101) 


Ecuatia diferențială (7.101) este cu variabile separabile. Efectuând sepa- 
rarea variabilelor, găsim că pe intervalul real J, unde ecuaţia 


i A USN 


nu are nici o soluţie, (7.101) se transformă în 
dz 


(a) zu, 


= dr. (7.102) 


Soluţia generală a ecuaţiei (7.102) este 
z+C = 02), 


unde funcţia $ este o primitivă pe J a funcţiei 


Revenind la variabilele iniţiale, integrala generală a ecuaţiei (7.100) este 
xz +C = (az + by). 
Exercitiul 7.2.9 Să se integreze ecuaţia diferenţială 
(x — 2y + 9) dz — (3x — 6y + 19) dy = 0. 


Soluţie. Dreptele (Di): x — 2y + 9 = 0 şi (D2) : 3z — 6y + 19 = 0 sunt 
paralele. In acest caz facem schimbarea de funcție 


dy 1 p. dz 
dr 2 2dr 


zt—2y=z > 
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Ecuația dată devine 


i sia 
z+9- (32+19)(5— 322) =0 


Aceasta din urmă este o ecuaţie cu variabile separabile care, după separarea 
lor în cazul z + 1 Æ 0, devine 


3z + 
2 aikas, 


1 
` dz = dz. 


Integrala generală este dată de 
8ln|x — 2y + 1| + z — 3y = C. 
Egalitatea z + 1 = 0 ne dă soluţia x — 2y + 1 = 0, care verifică ecuația 


dată inițial. Aceastà ultimà soluție se obține din integrala generală pentru 
C = —%. E 


7.2.7 Ecuația diferențială liniară de ordinul întâi 
Definiția 7.2.6 O ecuație diferențială de forma 
y + P(z)jy = Q(z), (7.103) 


unde P şi Q sunt funcţii continue pe un interval I C IR, se numeşte ecuaţie 
diferenţială liniară de ordinul întâi, neomogenă. 


Definiția 7.2.7 Ecuația diferențială 
y + P(xjy=0 (7.104) 
se numeşte ecuaţie diferenţială liniară de ordinul întai, omogenă. 


Observaţia 7.2.8 Cuvântul omogenă are aici altă semnificaţie decât cea 
întâlnită în unul din paragrafele anterioare. Aici, cuvântul omogenă sem- 
nifică faptul că membrul doi din (7.103) este nul. Dacă în (7.104) funcția P 
este aceeaşi ca cea din (7.103), atunci (7.104) este numită ecuaţia diferenţială 
liniară de ordinul întâi asociată ecuaţiei (7.103). 
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Teorema 7.2.5 Soluţia generală a ecuaţiei (7.103) este dată de 
y= e7 J P(o)de [c + f Qael Paa], zel. (7.105) 


Demonstraţie. Presupunem că ecuaţia diferenţială (7.103) are soluţii pe 
intervalul 7 şi fie y = y(x), z € I, o soluţie arbitrară a acesteia. Atunci, 
avem 


y(x) + P(o)y(a) = Q(x), (Well. (7.106) 


Înmulţind ambii membri ai identităţii (7.106) cu e] P@d a e 1, aceasta 
devine 


d 
zz ele) Papi) = Q(z)el Piejie.. EN (7.107) 
Integrând în ambii membri ai lui (7.107), obținem 
y(z)el i oi — C 4 faw Pode dy, (7.108) 
Prin înmulţirea în ambii membri ai lui (7.108) cu factorul e | Pindar, se obţine 
că soluţia 
y=y(z), zel, (7.109) 


a ecuaţiei diferenţiale liniare de ordinul întâi, neomogenă, are forma (7.105). 
Reciproc, să considerăm o funcţie de forma (7.105), în care C' este o 
constantă arbitrară. Derivata acestei funcţii este 
y'(x) = —P(g)e7 S Pio (c + fawd Ple)taga)+ 
(7.110) 
peT S POQ tjel P(x)dz 


Având în vedere că cel de-al doilea factor al primului termen din membrul 
doi al relaţiei (7.110) este tocmai funcţia y = y(x) din (7.105), deducem că 
(7.110) se scrie în forma 


y(2) = — P(x) y(x) + e7 | PDtza() ef Pe. (7.111) 


Cum cel de al doilea termen din membrul al doilea al relației (7.111) este 
Q(x), rezultă că această relație se scrie în forma 


y (2) = — P(x) y(x) + Q(z). (7.112) 


Egalitatea (7.112) exprimă faptul că funcţia y = y(x) din (7.105) este o 
soluţie a ecuaţiei (7.103). E 
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Teorema 7.2.6 Ecuația diferenţială liniară de ordinul întâi omogenă, de 
forma (7.104), are soluţia generală 


y = Ce | Ploi (7.113) 
unde C este o constantă arbitrară. 


Demonstraţie. Ecuația (7.104) este cu variabile separabile. Separând vari- 
abilele obţinem 


d 
ae — P(x)dz. (7.114) 
y 

Integrând în ambii membri ai lui (7.114) se găseşte (7.113). E 


Teorema 7.2.7 Fie xo € I, arbitrar dar fizat şi yo E€ IR, oarecare. Soluția 
problemei Cauchy 
y + P(z)y = Q(z), 


(20) = wo, H 


este 
T pm iu (vo + J Qd ezo dai JA mel. (7.116) 
o 


Demonstraţie. În ipoteza că soluţia problemei Cauchy (7.115) există, fie 
aceasta de forma (7.109), în care variabila independentă se va nota cu t. 
J P(s)ds 


Înmulţind ambii membri ai lui (7.103) cu e „se obţine 
“ (yek a) = Qtje e zel. (7.117) 


Integrarea lui (7.117) între limitele zo şi z, urmată de înmulţirea am- 
bil ii = Sao P(t)d 
ilor membri cu e 
(7.115) este (7.116). 
Reciproc, funcţia (7.116) are proprietatea a doua din (7.115). Prin calcul 
direct se constată că această funcţie satisface prima ecuaţie din (7.115). m 


să conduce la afirmaţia că soluţia problemei Cauchy 


Observaţia 7.2.9 Soluţia generală (7.105) a ecuaţiei diferențiale liniară de 
ordinul întâi, neomogenă, (7.103), se scrie 


y = Ce” JP y eTR Ol POE, zel. (7.118) 
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Scrisă astfel, se vede că este egală cu suma dintre integrala generală Yo a 
ecuaţiei omogene asociate (7.104) şi funcţia 


W:I >R, up) = eram | otel Pædr dyr, 


care este o soluție particulară a ecuației neomogene (7.103) deoarece se obține 
din (7.105) dând constantei arbitrare C valoarea zero. Aşadar, 


Y = Yo F Yp- 


Teorema 7.2.8 Soluția generală a ecuației diferențiale liniare de ordinul 
întâi este o funcţie de forma 


y = plz) + C(x), zel. (7.119) 


Reciproc, orice familie de curbe plane care depinde liniar de o constantă 
arbitrară verifică o ecuație liniară de ordinul înh. 


Demonstrație. Prima parte a teoremei rezultă din (7.118). 
Pentru a demonstra reciproca, să observăm mai întâi că 


y = g'(x) + Cy (z), zel. (7.120) 


Eliminând constanta C între (7.119) şi (7.120), obţinem ecuaţia 


E, 1 1 
y(x) y(x) 
care este o ecuaţie diferenţială liniară de ordinul întâi. = 


Teorema 7.2.9 Dacă yı este o soluţie particulară a ecuaţiei liniare (7.103), 
soluţia sa generală se obţine printr-o cuadratură. 


Demonstraţie. Efectuăm schimbarea de funcţie y = z + yı şi obţinem 
2 + gi + P(x)z + P(£)yi — Q(x) =0. (7.122) 
Deoarece y; este o soluţie particulară a ecuaţiei (7.103), avem 


yi + P(x) — Q(x) = 0. (7.123) 


Capitolul 7 — Ecuaţii diferenţiale ordinare 391 


Folosind (7.123) în (7.122) găsim că z este soluţia, ecuaţiei liniare omogene 
(7.104) care se obţine doar printr-o operaţie de integrare şi anume 


z = Ce” S Pdr, 
Din cele de mai sus rezultă că soluţia generală a ecuaţiei (7.103) este 
y =y + Ce- | P@adz 
gi pentru determinarea ei s-a eefectuat doar o operaţie de integrare sau, cum 
se mai spune, o cuadratură. = 
Corolarul 7.2.2 Dacă yı şi y2 sunt două soluţii particulare ale ecuaţiei 
(7.103), soluția generală a sa este dată de 


y = y + Alyı — y2) (A = constantă arbitrară ). (7.124) 


Demonstraţie. Fie soluţia generală a ecuaţiei (7.103) scrisă în forma (7.119) 
ŞI Y1, Y2, Y3, trei soluţii particulare corespunzătoare la trei valori C1, C2, C3, 
ale constantei arbitrare C 


yı = pls) + Cips), y2 = plx) + Cayx), ya = plx) + Czyz). (7.125) 


Eliminând funcţiile y şi / din relaţiile (7.125), obţinem relaţia 


— C3—C 
A ai gis, ? = A (constant). (7.126) 
ya  Ci—Ca 
Dacă considerăm că cea de a treia soluţie y este soluţia generală, din 
relaţia (7.126) se obţine (7.124). E 


Observaţia 7.2.10 Dacă se cunosc două soluții particulare ale ecuației di- 
ferențiale liniare de ordinul întâi, neomogenă, soluția generală a sa se obține 
fără nici o cuadratură. 


Observaţia 7.2.11 Fier, To două curbe integrale date pe intervalul [a,b] şi 
Mı, Mi, M, M}, intersecțiile lor cu două paralele la axa Oy. Putem construi 
prin puncte orice altă curbă integrală T, definită pe [a,b], deoarece, în baza 
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egalităţii (7.126), punctele M, M' de intersecţie ale curbei T cu cele două 
drepte verifică relaţia 

M Mo M'M, 

MM MM 
relație care arată că dreptele Mı Mi, MoM} şi MM! sunt concurente. Luând 
punctul M(a,yo) fiz, ceea ce înseamnă a rezolva problema Cauchy (7.115), 
unde în loc de xy este a, prin procedeul descris mai sus obţinem curba inte- 
grală ce trece prin acest punct. 


Exerciţiul 7.2.10 Să se integreze ecuaţiile diferențiale liniare de ordinul 
întâi 
10 
20 
30 


) Oy + ytgzr = secz; 

) ta! =2g +t’ cost, x(m/2) = r? /4; 
) y co? x+y = tgr; 

) y +3ytg3x = sin 6z, y(0) = 1/3; 

) (sinz + tctgz)r' = 1, t(7/2) = 1; 

60) (20 —a)y =, y(0) = —1, 

iar unde se specifică, să se rezolve problema Cauchy cu data iniţială menţi- 
onată alăturat. 


Soluţie. Ecuațiile diferenţiale 10)—40) sunt liniare şi neomogene, iar soluţiile 
lor generale se determină utilizând formula (7.105). Avem: 


10) Funcţiile P şi Q din această ecuaţie sunt definite pe un interval Tẹ inclus 
în intervalul (—7/2 + kr, n /2+ kr) şi au valorile date de 


1 
P(x) = tgz, T zel, kez. 


Soluţia generală a ecuaţiei este 


1 
y = Za + i ei edr), Sali 


Prin urmare, soluţia generală este dată de 


y = sinz+Ocosr, CER, zel. 
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20) Să observăm că variabila independentă a acestei ecuaţii diferenţiale este t, 
iar funcţia necunoscută este x = x(t). Intervalul pe care sunt definite funcţiile 
P şi Q este inclus sau în intervalul (—oo, 0) sau în (0, +00). Pentru că se cere 
rezolvarea, ulterioară a unei probleme Cauchy în care to = 7/2 € (0,+00), 
vom considera de la început că I = (0, +00). Avem 
2 2 
P(t) = — 7 Q(t) = t cost, te (0, +00). 
Soluţia, generală este 
S el (0-+ Je coste 2] t t € (0, +00). 
După efectuarea cuadraturilor, se găseşte 


x= t° (C +sint), te (0,+o0), CER. 


Impunând ca să fie satisfăcută condiţia inițială z(7/2) = 72/4, se ajunge 
la concluzia că C = 0 şi prin urmare soluția problemei Cauchy este z = 
t? sint. 


3°) Integrăm această ecuaţie liniară utilizând Observaţia 7.2.9. Aici, funcțiile 
P şi Q sunt definite pe un interval 7I C IR în care ecuaţia cosz = 0 nu are 
soluții, valorile lor fiind date de 

1 tgx 


=e I. 
(7) cos? g’ da 


P =... 
(7) cos? x’ 


Trebuie să integrăm întâi ecuaţia omogenă asociată ecuaţiei considerate 


1 


Y + 


yY E 
cos? x 


Aceasta este o ecuaţie cu variabile separabile şi are soluţia. generală 
Yo De Î8t, rel. 


Vom arăta cum se poate determina o soluție particulară din soluția gen- 
erală a ecuației omogene asociate folosind metoda variației constantei de in- 
tegrare C, denumită şi metoda lui Lagrange. 
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Se caută, o soluţie particulară în forma 
yp(7) = C(x) tE T, zel. 
Punând condiţia ca yp să verifice ecuaţia iniţială, obţinem: 
C'(x) cos? re 8 = tgr, zel, 
de unde Enae 
C(x) = y Lledr = (tgx — 1)et8?. 
Prin urmare, soluția particulară este 
Yyp(z)=tsz—1, zel. 
Soluţia. generală a ecuaţiei date va fi 


Y = Yo + Yp = Ce 8 +tgr-—l, zel. 


49) Avem P(x) = 3tg3x, Q(x) = sin 6z şi le vom considera definite pe un 
interval Z € IR care conţine originea. 
Soluţia. generală este 


y = 6-3] teâzce(0 IRI | sin üye emede), — 


=y goa (c + | sin Ge” esa) = => 


sin 6x 


=> = cosâr(0+ J dx) = y = cosăz(0 —  cos32). 


cos ÎL 
Impunând condiţia ca în £o = 0 valoarea funcţiei y de mai sus să fie 1/3 
găsim C = 1 şi deci soluția problemei Cauchy este 


y= cos3e(1 = 2 cosăr), zel. 


50) Ecuația este neliniară în funcţia z = x(t). Ea este însă liniară în t căci 
se poate scrie 


dt . 
— — tctgzr = sinz. 


dx 
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Aceasta din urmă are soluţia generală 
t=(C+a)sinz, zel, keZ, Ip C (kr, (k+ 1r). 

Pentru ecuația iniţială, soluţia generală este funcţia z = y(t, C) definită 
implicit de ecuaţia 

(C+ x)sing — t = 0, (t,x) E€ Rx Ik, keZ, Ip C (kr, (k+ 1)n). 

Încercând rezolvarea problemei Cauchy considerate, se găseşte C = 0. 

Deci, soluţia problemei Cauchy este funcţia z = z(t) definită implicit de 
ecuatia 

i — zsinz =0, (7.127) 


întro vecinătate a punctului t = 7/2. 


6°) Ecuația este liniară în z. Procedând ca la exerciţiul precedent găsim că 
această ecuație diferențială admite integrala generală 


x — e” — Ce™” = 


Soluţia problemei Cauchy se determină din integrala generală luând C = 
—1. Avem 


x = e” — e” — shy ; > y argsh 5, 


unde argsh(-) este functia inversă a funcției sh(-). = 


7.2.8  Ecuaţii diferenţiale de ordinul întâi reductibile la 
ecuaţii liniare 

Ecuația diferenţială de tip Bernoulli 
Definiţia 7.2.8 Ecuația diferențială ordinară de ordinul întâi 

y' + P(x)y = Ql(z)y”, ae R\ {0,1}, P, QeoU), ICR, (7.128) 
se numeşte ecuaţie diferenţială de tip Bernoulli. 
Teorema 7.2.10 Cu schimbarea de funcție 

je (7.129) 


ecuaţia Bernoulli (7.128) se transformă întro ecuaţie diferenţială liniară de 
ordinul întâi neomogenă. 
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Demonstraţie. Dacă împărţim cu y* în (7.128) avem 


1 


a +P) y = Qla). (7.130) 


Folosind (7.129) şi consecinţa acesteia 


y i , 
EI Z 
y l-a 


în (7.130), ecuaţia (7.128) se transformă în 
z + (1-a) P(a)z = (1-a) Q(z), (7.131) 
care este o ecuaţie diferenţială liniară de ordinul întâi neomogenă. a 
Corolarul 7.2.3 Soluția generală a ecuației Bernoulli (7.128) este 
y= z Ta, (7.132) 
unde funcția z = z(x,C') este dată de 
z = e a) f Plade [c + (1-a) fa) PARRE: (7.133) 
Demonstraţie. Ecuația diferenţială (7.131), fiind liniară, de ordinul întâi 
şi neomogenă, are soluţia generală (7.133). După determinarea funcţiei z, 


funcţia y, soluţia generală a ecuaţiei Bernoulli, se găseşte din (7.129), fiind 
astfel conduşi la (7.132). m 


Exercitiul 7.2.11 Să se integreze ecuațiile diferențiale: 


a) roy, 
T 
1 D 
b) ast fa e A 
2 arctg x 
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Soluţie. Toate ecuaţiile diferenţiale de mai sus sunt de tip Bernoulli. 


a) Constanta a are valoarea 4 şi ecuaţia este echivalentă cu 


1 
1 
A +y? =r. 
yE g 
Facem schimbarea de funcție 
3 y' L; 
z=y PoS (7.134) 
gi ecuația inițială devine 
e E 
zT 


care este o ecuaţie diferenţială liniară de ordinul întâi neomogenă. Cu men- 
ţiunea că punând ln C în loc de C, soluţia generală a acestei ecuaţii liniare 
este c 
dz E 
z = e3] î (mo -3 fae 3] sdedz) = z= |zļ’ noe 
z 
Soluţia. ecuaţiei Bernoulli este 


ZE 


b) Schimbarea de funcţie z = y? conduce la ecuaţia liniară 


po 3 
Re TERRE a 
z z 
cu soluția generală 
C 3 


z= — +. 
ef Bjal 
Soluţia generală a ecuaţiei date este 
E 1 3 3x? -+ 20 
oh 2 


c) Procedând în mod asemănător ca la celelalte două exemple, găsim că 
soluţia generală a ecuaţiei este 


y = (1+ z?)(arctg 2 + CY. 
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Ecuația diferenţială de tip Riccati 
Definiţia 7.2.9 Ecuația diferențială ordinară de ordinul întâi 

y = P(£)y? + Q(£)y + R(x), POQ,RECU), ICR (7.135) 
se numeşte ecuație diferențială de tip Riccati. 


In general ecuaţia Riccati nu poate fi integrată prin cuadraturi. Avem 
însă 


Teorema 7.2.11 Dacă se cunoaşte o soluţie particulară yı a ecuaţiei Ric- 
cati, prin schimbarea de funcție 


1 


ecuația se transformà întro ecuație liniară. 


Demonstraţie. Fie y o soluţie a ecuaţiei (7.135) şi z o funcţie legată de y 
prin relaţia (7.136). Atunci, derivatele acestor funcţii sunt în relaţia 


VA 
y =y (7.137) 
Înlocuind (7.136) şi (7.137) în (7.135), obţinem 
1 z 152 1 
yi — 3 = Pl) (u +=) +Q) (u + 2) + Ra). (7.138) 
VA Z z 


După efectuarea operaţiilor indicate şi luarea în calcul a faptului că yı 
este o soluţie particulară a ecuaţiei Riccati, din (7.138) obţinem 


2 + (2y P(2) + Q(2))z = — P(2), (7.139) 
care este o ecuaţie diferenţială liniară de ordinul întâi neomogenă. E 
Teorema 7.2.12 Dacă yı este o soluție particulară a ecuației Riccati şi z 


este o soluție a ecuației liniare (7.139), funcția y definită de (7.136) este o 
soluție a ecuației (7.135). 
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Demonstraţie. Din (7.136) avem 


1 Paul 
z= ; = rs n, 
yY — yi (y — yı) 


(7.140) 


Înlocuind relaţiile din (7.140) în (7.139) şi tinând cont de faptul că yı este 
soluție particulară a ecuației Riccati deducem că y este soluție a ecuației 
(7.135). E 


Observaţia 7.2.12 Integrala generală a unei ecuații Riccati este funcție 
omografică de constanta arbitrară. 


Intr-adevăr, z fiind soluţia unei ecuaţii liniare, ea este funcție liniară de o 
constantă arbitrară C 


z = p(z) + Cw(o), 


deci, 


E 1 _ pe) +1+Cy yha) 
plz) + Clar) p(7)+ Ca) 


de unde rezultă că y este de forma 


_ plz) + C ylz) 
plz) +C ylz) ’ 
care este o transformare omografică de constanta arbitrară C. 


Reciproc, o familie de curbe plane care depinde omografic de o constantă 
arbitrară, verifică, o ecuaţie de tip Riccati. E 


Observaţia 7.2.13 Dacă Y1, Y2, Y3, Y4 sunt patru soluţii particulare cores- 
punzătoare la patru valori arbitrare C1, Co, C3, Cu ale constantei arbitrare 
C, atunci are loc relația 


Y4- Yy , B- Y RI C4- Cı „ Cala 
Y4 = Y2 Y3 Y2 Ca — Ca  C3—Ca 


= A (constant). 


Membrul întâi al ultimei relaţii se numeşte raport anarmonic al funcţiilor 
Yı, Y2, Y3 Şi ya. Proprietatea are loc datorită faptului că o transformare 
omografică păstrează raportul anarmonic. E 
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Observaţia 7.2.14 Dacă se cunosc trei soluţii particulare yı, Y2, Yz ale unei 
ecuații Riccati, din relația scrisă la observaţia precedentă, soluția generală 


rezultă din 
VU BV 


UV  Y3—Y2 
fără a efectua nici o cuadratură. 


Exercitiul 7.2.12 Să se integreze ecuaţiile diferenţiale de tip Riccati de mai 
jos ştiind că admit soluțiile particulare indicate alăturat: 


4 1 
10. g sety rokr WS 
£ IX 
1 "T 
D aj U y =l. 


Folosind aceste rezultate în ecuație, găsim că funcția z satisface ecuația 
liniară 
2! — 3z = 27. 


Aflăm mai întâi soluţia generală a ecuaţiei omogene asociate ecuaţiei liniare 
de mai sus, adică a ecuaţiei cu variabile separabile 


z —3z=0. 
Soluţia generală a ultimei ecuaţiei este 
Zo = C e. 


Pentru determinarea unei soluții particulare a ecuației liniare neomogene 
utilizăm metoda lui Lagrange, luând deci pe 2, în forma 


Funcţia necunoscută C(x) se va determina din condiţia ca zp să satisfacă 
ecuația 
z (£) — 3zp(£) = 27. 
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Se găseşte că derivata funcţiei C(x) este 
(0) = 2x e”. 


Integrând ultima ecuație cu variabile separate, găsim 


2(3 1 
C(x) = — OEE en, 
9 
Rezultă aşadar că soluția particulară căutată este 
2(3x + 1) 
Zp = — Zog ` 


Soluţia generală a ecuaţiei liniare în z este 2 = Zo + 2p. Inlocuind rezul- 
tatele determinate deducem în cele din urmă cà 


1 1 
y= i 
£ Cee — 2(3x + 1) 
9 
este soluția generală a ecuației date. 
20. Facem substituţia 
1 Lă 
A z 
gi ecuația se transformă în 
z 1 4 1 3 
SSE a e S 


sau 


cu soluția generală 
1 
a glaeio + J Zef edr) =0. 
z 
Soluția generală a ecuaţiei date este deci 


2r? 


= LA, E R. 
Y TIT s 
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Dacă, de exemplu, se doreşte determinarea acelei curbe integrale care să 
treacă prin punctul (1,2), avem 


2=1+ ? = C= = 
DOI =D 
f ES. s 2x? 
şi ca urmare soluţia căutată este y = 1 + ——, x E€ R. E 
1 + zr? 


Exemplul 7.2.1 Să se integreze ecuaţia diferențială Riccati 


; 1 r? 2r 


Z 2 4 | 
á pp” Ig" 1+3 
ştiind că are soluțiile particulare 
1 
y =r’, yYy=z-l, YE Sm 
z 


SoluţiConform ultimei observaţii, soluţia generală este dată de 


y-r? + C(1 — °?) +r? 


f =C sau y= A 
y—-xr+1 z?—-r+l1 A 1— C(z + 1) 
de unde vedem că soluţia generală este transformare omografică de constanta 
arbitrară C. m 


7.3  Ecuaţii diferenţiale algebrice în y. 
Fie ecuaţia diferenţială ordinară de ordinul întâi 
Aiu T + Aa(2,9)(9) + oo + Anoal(z 9) + An(z,y) =0, (7.141) 


care provine din anularea unui polinom în 7/ cu coeficienţii A(x, y) funcţii 
continue de z şi y întrun domeniu D C IR? şi cu Aolz, y) 70 în D. 
Considerată ca o ecuaţie în y’, ecuaţia dată are n rădăcini de forma 


filz, y), k= T2 n, 


care sunt funcţii de æ şi y. Fiecărei rădăcini reale îi corespunde ecuaţia dife- 
renţială ordinară de ordinul întâi 


y' = lay). (7.142) 
O soluţie a ecuaţiei (7.142) este soluţie a ecuaţiei (7.141). 
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Exemplul 7.3.1 Să se afle soluţiile ecuaţiei diferențiale 
yy? — (1 + 2ry)y' + 2z = 0. 


SoluţiEcuaţia diferenţială dată este o ecuaţie algebrică de gradul doi în vari- 
abila y’. Rezolvată în raport cu y ne dă următoarele două ecuaţii: 


care au respectiv soluţiile: 
yY = 2 + Cu; y= +C, 


în care C1 şi C2 sunt constante arbitrare. ] 


7.4  Ecuaţii diferenţiale de ordinul întâi, nere- 
zolvate în raport cu y, integrabile prin 
metode elementare 


7.4.1 Ecuația diferenţială de forma y = f(y’) 


Teorema 7.4.1 Soluţia generală a ecuației diferențiale 


y = f(y’) (7.143) 


este dată de 


R (7.144) 
y = f (p) 
Demonstrație. Să punem 
y =p (7.145) 
şi să luăm p drept variabilă independentă. Avem: 
y= f(p) => dy = f(p)dp; (7.146) 
dy 1 
— d — dy. .14 
E  ip a ae dy (7.147) 
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Din (7.146) şi (7.147) deducem 
ly 
da = - f'(p) dp, (7.148) 
p 


de unde printr-o cuadratură se obţine prima din relaţiile (7.144). Cea de a 
doua relaţie din (7.144) rezultă din (7.143) şi (7.145). 

Soluţia. generală a ecuaţiei diferenţiale este dată parametric prin relaţiile 
(7.144) şi, din punct de vedere geometric, reprezintă o famile uniparametrică 
de curbe plane. m 


Exercitiul 7.4.1 Să se integreze ecuația diferenţială 
y=y° +y, y >0. 
Soluţie. Punem y = p şi ecuaţia devine 
y = p2+Inp => dy= (2p+ i 


Avem apoi 


dy 
dr 


1 1 1 
> dz = -dy = dr = -(2p+ —)dp. 
P P P 
Integrând ultima egalitate, în care considerăm că p > 0, obţinem 
1 1 
z= f (2+5)dqp=2p--+C. 
P P 


Din cele deduse constatăm că soluția generală este 


1 
£ 2p- =- +C, 
P 


Y p +lnp, p>0. 


Prin urmare, prin această metodă soluţia generală a ecuației diferențiale date 
se exprimă parametric. fe] 
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7.4.2 Ecuația diferenţială de tipul F(y,y') =0 


Integrarea acestui tip de ecuaţie diferenţială se face cu o cuadratură dacă 
se cunoaşte o reprezentare parametrică a curbei plane F'(u,v) = 0. Să pre- 
supunem că o asemenea reprezenatre este 


u= y(t), 

v= y(t), tE l[a, b| C R, 
în care funcţiile p şi Y le considerăm continue, iar p să aibă derivata continuă. 
Având în vedere cine sunt variabilele u şi v, avem 


Din ultima relaţie, prin integrare în ambii membri, obţinem 
1 
p (t) 
z= |E dt+C. 
y(t) 


Prin urmare, soluția generală, reprezentată parametric de 


P'E) 
= |E ac, 
| To 
y = p(t), 
er RE pt) 
este definită pe orice interval real |a, 8] C [a,b] pe care integrala wo” 


are sens. 
Exercitiul 7.4.2 Să se integreze ecuația diferențială 
yP +y’ = 
Soluţie. Reprezentarea parametrică despre care se vorbeşte în teorie este 
y = sint, 


y = cost, tE R. 


Din cea de a doua ecuație de mai sus se obține 


d 1 1 
O e dp dy = -costdt = dt — zt=t+C. 
dx cost cost 
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Soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale date este 


woa TEG 
ij Se af be <> y = sin(z— C), ze. 
În acest exemplu, eliminarea parametrului s-a efectuat simplu. a 


7.4.3 Ecuația diferenţială de forma z = f(y’) 
Teorema 7.4.2 Soluția generală a ecuației 
z = f(y’), 
unde f este o funcţie cu derivata continuă întrun interval |a, b], este dată de 


f(p), 
foro) dp+C, p€ [a,b]. 


T 


y 


Demonstraţie. Să punem y = p şi să luăm p ca variabilă independentă. 
Avem 
z = f(p) => dz = f'(p) dp. 


Pe de altă parte din y’ = p avem pe rând 


d i 
a p = dy = pdz = p f'(p) dp, 
IL 


de unde obţinem pe y printr-o cuadratură 
y = foto dp +C. 


Reunind rezultatele de mai sus constatăm că soluţia generală a ecuaţiei 
x = f(y') este dată în forma parametrică din enunţul teoremei. E 


Exercitiul 7.4.3 Să se integreze ecuatia diferenţială x = y + e”. 
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Soluţie. Dacă punem y = p, din ecuaţie obţinem 
z=p+reP = da = (1+ e”)dp. 


Pornind din nou de la notația y’ = p şi utilizând rezultatul stabilit mai 
sus, avem 


dy 
dr 
Prin integrarea ultimei egalităţi, obţinem 


p => dy=pdr = dy = p(1+ eP)dp. 


1 
y= f(p+pe)dp = pp + (p-1)e+C, pe R. 


Soluţia generală a ecuaţiei date este dată parametric de 


r = pte, 
1 
y = 3P t(p-1)®+0, pe. 
Eliminarea parametrului p presupune rezolvarea unei ecuații transcen- 
dente. = 


7.4.4 Ecuația diferențială de tipul F(x,y’) = 0 


Integrarea aceastei ecuaţii diferențiale se reduce la o cuadratură dacă se 
cunoaşte o reprezentare parametrică a curbei plane F(u, v) = 0. 
Să presupunem că o reprezenatre parametrică a curbei F(u, v) = 0 este 


u = p(t), 
v= y(t), tE l[a, b] C R, 


în care funcţiile y şi Y sunt continue şi y are derivată continuă. Având în 
vedere semnificaţia variabilelor u şi v, avem 


x = y(t) = dz = ọ'(t)dt, 


y'= pt) = T = Yt) = dy = vip. 


Din ultima egalitate, prin integrare, obținem 


TES [ea ma 
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Rezultă că soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale este dată de familia de 
curbe plane 
p(t), 


[vo dadt+ 0, te l[a,b], 


IX 


y 


unde C este o constantă reală arbitrară. 
Soluţia. generală este definită pe orice interval |a, 8] C [a,b] pe care inte- 


grala 
ferat 


are sens. 
Exercitiul 7.4.4 Să se integreze ecuatia diferențială x3 + y? — 3xry' = 0. 


Soluţie. Trebuie să determinăm o reprezentare parametrică a curbei definită 
implicit de ecuaţia 
u? +v? — 3uv =0. 


Vom căuta o reprezentare parametrică u = u(t), v = v(t) cu proprietatea 
v = tu. Mergând cu această valoare a lui v în ecuaţie, după simplificare cu 


3t? 
2 V e 
= urmare v = $ 
u“, găsim u = TIE şi prin LB 
Pentru aflarea soluţiei generale a ecuaţiei diferenţiale date pornim de la 


Dea 882 
“app E e) 
Penultima relaţie rămâne definitivă, în timp din cea de a doua obţinem 
3t? F 3t?  3(1+t)— 9t 9(1 — 2%) 

I é — x 
1+ 1+ (1+) (1 + t)3 


dy = 


Funcţia y se determină prin integrare şi obţinem 


341) 341 
pa pma a (t? + aa 
ET (+1) (£ +1)? 


Astfel, găsim că y are expresia 


NSE e E. E” 
Io orei 
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Prin urmare, soluţia generală este dată parametric prin 


3t 
y a 
IFE’ 
9 6 
= — | tC, tz. 
2 AIFP IFP a 


7.4.5 Ecuația diferențială de tip Lagrange 
Definiția 7.4.1 O ecuație diferențială de ordinul întâi de forma 
y =z p(y’) + Vly’), (7.149) 


în care membrul al doilea este o funcție liniară de x, cu coeficienți funcții 
de clasă CI(I), I C IR, se numeşte ecuaţie diferenţială de tip Lagrange 
sau ecuaţie Lagrange. 


Teorema 7.4.3 Integrarea unei ecuaţii Lagrange se reduce la integrarea unei 
ecuații diferențiale liniare de ordinul întâi. 


Demonstraţie. În (7.149) efectuăm înlocuirea 


y' =p, p= p(z). (7.150) 
Cu notația (7.150), ecuaţia (7.149) devine 
y = z p(p) + Y(p). (7.151) 


Derivând (7.97) în raport cu z şi ţinând seama de partea a doua a relaţiei 
(7.97), avem 


dy a 1 dp S, dp 
q TPP) trop) z t YO (7.152) 
În ecuatia (7.152) înlocuim membrul întâi cu p gi avem 
1 dP pa dp 
z TA E .1 
p= pp) tre) T VO) g (7.153) 


(zp'(p) + y'(p)) A +p(p)-p=0. (7.154) 
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Dacă considerăm p ca variabilă independentă şi x ca funcţie necunoscută, 
ecuaţia (7.154) se scrie în forma 


da 
(cp) Pg +zp(p)+y'(p)=0, (7.155) 
care este o ecuaţie diferenţială liniară de ordinul întâi în z = z(p). 

Considerăm întâi că funcţia y este definită pe un subinterval al interval- 
ului Z în care ecuaţia 


p(p) —-p=0 (7.156) 
nu are nici o soluţie. În acest caz ecuaţia (7.155) se scrie în forma 
d 1 1 
e OE (7.157) 
dp o(p)-p p(p) — p 


Folosind formula de integrare a unei ecuații diferențiale liniare de ordinul 
întâi, vom avea 


t= fo C: (7.158) 


Dacă ţinem seama de ecuaţiile (7.152) şi (7.158) obţinem soluţia generală 
a ecuaţiei Lagrange sub formă parametrică 


(7.159) 


__ Să studiem acum cazul în care po este o rădăcină reală a ecuaţiei (7.156). 
In acest caz, ecuaţia (7.154) admite soluţia p = po. Dacă înlocuim în (7.97) 
pe p cu po, şi ţinem cont de (7.156), obţinem 


y = poz + V(po), (7.160) 


care este o soluţie a ecuaţiei Lagrange (7.149) care nu este conținută în soluţia 
generală (7.159) şi deci este soluţie singulară. 

În legătură cu comportarea curbelor integrale ale ecuaţiei diferenţiale de 
tip Lagrange faţă de dreapta (7.160) putem avea două situaţii: 


e dacă lim |; Jim If(p,C)| = +oo, dreapta (7.160) este o direcţie 
PO PO 


asimptotică a curbelor integrale (7.159). 
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e dacă lim ki] Jim |f(p,C)| = finit, (7.160) este soluţie singulară a 
PO PO 
ecuaţiei (7.149). 


Exercitiul 7.4.5 Să se integreze ecuaţia diferențială de tip Lagrange 


Soluţie. Notăm y’ = p, deci y = £p? + p?; derivăm în raport cu x, 


dp 2 
= 2 H3 
p A pP p da 


şi, în ipoteza p? — p 7 0, obţinem ecuaţia liniară 


dx 2 3p 


o pa el 


care are soluția generală 


Efectuând integrările, găsim 


3 
r= pople- P) 


Înlocuind expresia lui z ca funcţie de p în y = xp? + p? determinăm y ca 
funcție de p. După calcule elementare, găsim 
2 


P 1 ui 
d pCa A 


Prin urmare, soluția generală a ecuației date, reprezentată parametric, 
este 


t = pople- +5), 
1 
d p-lt) 
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Ecuatia p? — p = 0 are rădăcinile p = 0 şi p = 1, care conduc la soluţiile 
singulare y = 0, respectiv y = x + 1. 


1 
Deoarece pentru p —> 1 şi C # =p em |z| = +00, rezultă că dreapta 


1 

y = x + 1 este direcţie asimptotică a curbelor integrale care au C 7 =a 
1 

Dacă C = —=, curba integrală corespunzătoare se descompune în dreapta 

y = x + şi o curbă algebrică de ordinul al doilea (conică). E 


Exercitiul 7.4.6 Să se integreze ecuația diferenţială 
g= ay ayn 
Soluţie. Notând y = p, ecuaţia devine y = x p° + p?. Derivând în ambii 
membri în raport cu z şi ţinând seama că y = p, obținem 
dp 


=p +2 L2 ; 
p=p a ae Po 


Pentru p Æ 0, ecuaţia diferenţială corespunzătoare este cu variabile sepa- 
rabile. După separarea variabilelor, ecuația devine 
dx 2dp 


r+1 1l-p 


? 


iar integrarea acesteia, conduce la 


C 
(p - 1)? 


r+1l= 


de unde rezultă x ca funcţie de p. 

Înlocuind această valoare a lui x în expresia lui y ca funcţie de z şi p, 
găsim 

Cp? 

(o ză 

Astfel, soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale date se reprezintă paramet- 
ric în forma, 

C 


me a i 
(p- 1} 


OP 
(p — 1)? 


y= 
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Dacă p = 0, din ecuaţia iniţială deducem y = 0 care este soluţie singulară 
deoarece 


Curba integrală corespunzătoare soluţiei singulare este axa Or. m 


7.4.6 Ecuația diferențială de tip Clairaut 
Definiția 7.4.2 O ecuație diferențială de ordinul întâi de forma 
y = zy' + p(y’), (7.161) 


în care y este o funcție de variabila reală y', de clasă CI(I), I C R, se 
numeşte ecuație diferențială de tip Clairaut sau ecuație Clairaut. 


Teorema 7.4.4 Ecuația Clairaut (7.161) are soluția generală 
y=Cx++y(C) (7.162) 
şi admite o soluție singulară reprezentată parametric de 


z = —¢'(p), 


E S ALBA 


care, din punct de vedere geometric, este înfăşurătoarea dreptelor din (7.162). 
Demonstraţie. După cum se vede o ecuaţie Clairaut este o ecuaţie Lagrange 
particulară, anume când (p) = p. Pentru integrarea ei procedăm la fel ca 


pentru ecuaţia diferenţială de tip Lagrange. Inlocuim pe y cu p 


y = xp + Y(p), 


apoi derivăm în raport cu x şi ţinem seama că p este funcţie de z. Avem 
dp dp dp 
p=p+r E +y p) => (z+y'(p))==0 
dr dr dr 


Din ultima egalitate desprindem două posibiltăţi: 
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d 7 
pte 0, adică p = C. Inlocuind p = C în (7.161), obţinem soluţia 
z 
generală (7.162). Aşadar, soluția generală a ecuației Clairaut reprezintă 
geometric o familie de drepte a cărei ecuaţie se obţine înlocuind în e- 
cuaţia diferenţială (7.161) pe y’ cu o constantă C; 


e r+vy'(p) = 0, de unde z = —vy/(p) şi dacă înlocuim în (7.161) acest 
rezultat, obţinem o curbă integrală a ecuaţiei (7.161) reprezentată 
parametric de (7.163). Din punct de vedere geometric, curba integrală 
(7.163) este înfăşurătoarea familiei de drepte (7.162) deoarece ecua- 
tiile ei se obţinprin eliminarea constantei C între (7.162) şi derivata în 
raport cu C a lui (7.162). 


Exercitiul 7.4.7 Să se integreze ecuaţia diferenţială de tip Clairaut 
y = ry — e”. 


SoluţiPunem y’ = p şi rescriem ecuaţia dată în forma y = xp — e. Diferen- 
tiind—o, obținem 
dy = pdx + zdp — ePdp. 


Cum dy = pdz, din ultimul rezultat se deduce (x —eP)dp = 0. În acest fel, 
sau dp = 0, sau z = eP. Dacă luăm dp = 0, atunci p =; înlocuind această 
valoare a lui p în egalitatea y = pr — e”, obţinem soluţia generală în forma 


y = Cr — el. 


Dacă luăm z = e”, atunci y = pe — eP = (p — 1)e şi ajungem la soluţia 
singulară 
gomer] 


y = (p-1)?, pE R. 


Prin eliminarea parametrului p din soluția singulară, care are valoarea 
p = ln z, găsim că ecuaţia carteziană explicită a soluției singulare este 
y = zilnz — 1). 


Să demonstrăm că soluţia singulară este înfăşurătoarea familei de drepte 
ce reprezintă soluţia generală a ecuaţiei date, adică ar trebui să demon- 
străm că tangenta la soluţia singulară, întrun punct (zo, yo) al ei, are forma 


Capitolul 7 — Ecuaţii diferenţiale ordinare 415 


unei drepte identice cu cea din soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale date. 
Ecuația tangentei este 


Y— yo = vol — 20), sau y—zo(lnzo — 1) = (x — zo)Inzo 


care, după reducerea termenilor asemenea, devine y = x In xp — zo. Dacă aici 
punem In x = C, ecuaţia tangentei la curba integrală ce provine din soluţia 
singulară, întrun punct (£o, yo) al ei, este y = Cx — eC, adică tocmai curba 
integrală ce provine din soluţia generală. m 


7.4.7 Ecuația diferențială de forma y = f(x,y’) 


Ne propunem să arătăm cum se integrează ecuaţiile diferenţiale de forma 


y = f(x,y’), (7.164) 


unde f este o funcţie diferenţiabilă pe un domeniu plan. Dacă notăm y = p 
ecuaţia. devine 


y = f(z,p) 
care, derivată în raport cu z, unde se ţine cont de faptul că p = p(x), conduce 
la 
Of Of dp 
= — + = — 7.165 
P = or Că Op dz ( 


2 d St dp 
adică la o ecuaţie rezolvată în raport cu —. 


Dacă putem integra (7.165) avem 


p = plz, C) 


care, introdusă în (7.164), ne conduce la soluţia generală căutată 


Exercitiul 7.4.8 Să se integreze ecuația diferențială 


2 


Zi 2 PIE: 
Y=y A 
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2 
T 
Soluţie. Punem y = p, deci y = p? — px + D derivăm în raport cu z şi 


tinem seama că p = p(x) : 


d d d 
peip =g P praz = E P)=0. 
dx dx dx 
„dp a 
Dacă d = 1, atunci avem p = x + C care introdus în ecuaţia y = 
va 


2 
z 
p? — px + F conduce la soluția generală 


1 
JE ROEE ze. 
Dacă x = 2p, din aceeaşi ecuaţie folosită mai sus deducem y = p°. Prin 
urmare, obţinem soluţia reprezentată parametric 


x = 2p, 
y pP, pER, 


care, nefiind obținută din soluția generală de mai sus pentru nici o valoare 
a lui C, este soluţie singulară. Se observă că soluţia singulară, care este o 
parabolă, este înfăşurătoarea familiei de curbe integrale din soluţia generală 
care sunt tot parabole cu axa de simetrie paralelă cu axa Oy. = 


Exercitiul 7.4.9 Să se integreze ecuația diferenţială 
12 7 
zy“ + (y — 3rjy' +y =0. 
Soluţie. Ecuația diferenţială dată se poate scrie în forma 


3y’ Sci y’? 
E 


şi se încadrează în tipul studiat mai sus. 
Inlocuind y = p, obţinem 


(7.166) 
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Derivând (7.166) în raport cu z, obţinem ecuaţia 


b] 


2 p+3 a 
z plp+1) dz 


(@+1)( 


din care rezultă p = 1 precum şi ecuația 


p+3 2 
dp + dz = 0, 7.167 
plp +1) l ) 


care este o ecuație diferenţială cu variabile separate. 
Integrând, obţinem 


1 2 
r= cP (7.168) 
p 
Înlocuind (7.168) în ceea ce se obține din (7.166) prin ridicare la pătrat, 
găsim 
— 3)2 
T dai) (7.169) 
p 
Eliminând pe p între (7.168) şi (7.169), determinăm soluţia generală sub 


formă implicită 
(xy? + Cy + 3Cz)(y5 + 150y — 2702) + C2(y — 9r} = 0. (7.170) 


Considerând acum p = 1 şi mergând cu această valoare a lui p în ecuaţia 
(7.166), găsim că y = z este soluţie a ecuaţiei diferenţiale iniţiale. Această 
soluţie nu se poate obţine din soluţia generală şi prin urmare este soluţie 
singulară. E 


7.4.8 Ecuația diferenţială de tipul z = f(y, y’) 


La fel ca la celelalte ecuații diferențiale studiate în acest paragraf, se face 
notația y’ = p, deci ecuaţia dată devine 


x = f(y, p). (7.171) 


Derivând, de data aceasta în raport cu y, în ambii membri ai lui (7.171) 
şi ţinând cont că x şi p pot fi considerate funcţii de y, găsim 


1 ðf Əfdp 
p dy Opdy 


(7.172) 
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Dacă putem integra (7.172), care este o ecuaţie diferenţială în funcţia 
necunoscută p, cu variabila independentă y, obţinem 


p = p(y, C). (7.173) 


Introducerea lui (7.173) în (7.171) conduce la soluția generală 


z = f(v, plv, 0)). (7.174) 


Exercitiul 7.4.10 Să se integreze ecuaţia diferenţială 


y? —4ryy +84% =0. (7.175) 
Soluţie. Se observă că ; 
y“ 2y 
= 4 7.176 
Da (7.176) 


şi deci ecuaţia este de tipul celei studiată la acest punct. 
Inlocuind y = p şi derivând în raport cu y, după reducerea termenilor 
asemenea şi grupări convenabile se ajunge la 


dp 

3 A2 aP NL 

(p° — 4y va, p) =0. (7.177) 
Dacă considerăm cazul când se anulează cel de al doilea factor, adică 
d 

2y — p = 0, integrând ecuaţia corespunzătoare găsim 
y 


p= C vy. (7.178) 


Înlocuind această valoare a lui p în ecuaţia z = f(y, p), deducem 


C? — 40x + 8/9 =0 => y? = C(x — C1), (401 = C°). (7.179) 


Celălalt factor egalat cu zero conduce în cele din urmă la parabola cubică 


y care este o soluţie singulară. E 


E 
Zo 


Capitolul 8 


Ecuaţii diferenţiale ordinare de 
ordin n integrabile prin 
cuadraturi 


În acest capitol vom prezenta tipuri de ecuaţii diferenţiale ordinare de ordin 
superior cărora li se pot reduce ordinul şi care apoi pot fi integrate prin 
operaţii de cuadrare. 


8.1  Ecuaţii diferenţiale de tipul y™® = f(x) 
Considerăm ecuaţie diferenţială de ordinul n simplă 


y™ = f(x), (8.1) 


unde f este o funcţie continuă pe un interval 1. 
Ea se integrează uşor prin cuadraturi. Într-adevăr, din ecuaţia (8.1) ob- 
tinem prin integrări succesive 
n—l 


y= d 1)! [le PL f (t)dt + > (a — o), zel, (8.2) 


unde Co, Ci,- , Ono sunt constante arbitrare, iar £o este un punct oare- 
care, însă fix din intervalul Z. 


Exerciţiul 8.1.1 Să se afle soluţia ecuaţiei diferențiale y = 24x care sat- 
isface condiţiile inițiale y(0) = 1, y(0) = —1, y (0) = 2. 
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Soluţie. Prin integrări succesive, obţinem soluţia generală 


2 


y > + Cu + Coe + Cs. (8.3) 


Impunând soluţiei (8.3) să satisfacă condiţiile iniţiale, găsim C3 = 1, 
Cosi Ci 

Prin urmare, soluţia problemei Cauchy pentru ecuaţia diferenţială dată 
este y = zt +x? — x +1. m 


8.2 Ecuația diferenţială F(x, y™) = 0 
Teorema 8.2.1 Fie ecuația diferențială 

F(r,y9) =0. (8.4) 
Dacă se cunoaşte o reprezentare parametrică a curbei plane F(u,v) = 0, 


u = ọ(t), 


, (8.5) 


| 
S 
ie 
=œ 
— 


cu p şi W funcţii continue cu derivate continue pe un interval I, integrala 
generală pe I a ecuaţiei diferențiale (8.4) se obţine prin n cuadraturi. 


Demonstraţie. Din reprezentarea parametrică (8.5), deducem mai întâi 


z = g(t), iu 
y = (t), ei 
şi apoi 
ay =g de= ppd 
Din ultima relaţie, printr-o cuadratură, obținem 
yed = | pilotat + Co = alt) + Co. (8.7) 


Relația (8.7) poate fi scrisă în forma 


d(y™™=®) = (®1(t) + Co)p'(t)dt (8.8) 
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şi după integrare aceasta ne dă 
ja I P(t)p' (t)dt + Coy(t) + Ci. 
Repetând operația de n ori obținem pe y ca funcție de t 
y = D(t) + Pn-a(p(t)), tel, (8.9) 
unde P,_. este un polinom de grad n — 1, cu coeficienţi reali arbitrari, având 


variabila funcţia y. Relaţia (8.9) împreună cu prima relaţie din (8.6) ne dă 
integrala generală sub formă parametrică. E 


Observaţia 8.2.1 Dacă ecuația (8.4) defineşte implicit pe x prin relația 


paT”); (8.10) 


atunci o reprezentare parametrică este dată de 


I i, 
8.11 
go = f(t): (811) 
Din prima relație (8.11), găsim 
pr ml 472 
= tC -C E reng APO F Cr 8.12 
EI ae u= i (8:12) 


Cea de a doua relație din (8.11) şi cu (8.12) dau o reprezentare parametrică 
pentru soluția generală a ecuației diferențiale (8.4) în cazul particular când 
din ecuația F(u, v) = 0 se poate explicita v ca funcție de u. 


Exercitiul 8.2.1 Să se integreze ecuația diferențială 
xr =y" +lny", y” >0. (8.13) 


Soluţie. Ecuația dată se încadrează în Observaţia 8.2.1. Cu notatia y” = t 
avem că x =t+ nt. Apoi: 


1 1 
f=] p= de = A tt+Ci; 


y= [ydr = [(ge ou + arce 
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Din cele deduse mai sus rezultă că soluția generală a ecuației diferențiale 
(8.13) este dată parametric de 


x = t+ht, 
Ls 39 
AF a. Ci(t+lnt)+t+C, t>0, 


de unde vedem că ea depinde de două constante arbitrare. Dacă din prima e- 
cuație se poate determina în mod unic t ca funcție de x, înlocuind rezultatul 
în expresia lui y ca funcţie de t se poate obţine soluţia generală în forma 
y = g(x, C1, C2). E 


8.3 Ecuația diferenţială F(y"®7®, y™) = 0 
Teorema 8.3.1 Fie ecuația diferențială 

F(y™” y) =0. (8.14) 
Dacă se cunoaşte o reprezentare parametrică a curbei plane F(u, v) = 0, 


u = lt), 


y (8.15) 


| 
S 
N, 
œ 
pae 


cu y, Y şi p' funcţii continue, iar y(t) Z 0 pe un interval I, integrala generală 
pe I a ecuației diferențiale (8.14) se obţine prin n cuadraturi. 


Demonstraţie. Din reprezentarea parametrică (8.15) putem scrie: 


y) = p(t), ym =), tel; 
OD = p(t), d(y™®-®) = y(t)dzr, tel; 


yY 
_ p(t) 
da = JA dt. 


Din ultima relaţie, printr-o cuadratură, obținem 


— SAU) z 
s= | ppt oo D(t) + Co. (8.16) 
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Avem aşadar 


P(t) + Co, 
peste h 


T£ 


gi am redus problema integrării la acea rezolvată la punctul precedent. Mai 
precis, avem 


dyt) = ptr = PHL O a, 


de unde, printr-o cuadratură, găsim 
1 
(n2) _ i p(t)o Op 
y = | => dt + C. 
Y(t) 


Procedeul continuă şi după n — 2 cuadraturi se obține integrala generală 
sub formă parametrică. E 


Exercitiul 8.3.1 Să se integreze ecuația diferențială de ordinul trei 
y"? + y? Saji 


Soluţie. O reprezentare parametrică a ecuaţiei u? +v? = 1 este u = sint, v = 
cost, de unde deducem y” = sint, y” = cost. Avem d(y”) = y"dz, sau 
cost dt = cos t dz, deci dz = dt =— x =t + C1. Din y” = sint gi z = t + Ci 


obținem pe rând 


y” = sin(x -— Ci), 
y! = — cos(x — C1) +C, 
— sin (x — C1) + Cox + Cg, x ER. 


Ultima funcție de mai sus reprezintă soluţia generală a ecuaţiei date. m 


8.4 Ecuația diferenţială F(y-2, 0) = 0 
Teorema 8.4.1 Fie ecuația diferențială de ordinul n de forma particulară 


F(Y, y) = 0. (8.17) 
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Dacă se cunoaşte o reprezentare parametrică a curbei plane F(u, v) = 0, 


u = lb), 
` S: (8.18) 


unde p, şi p' sunt funcții continue pe un interval I C IR, atunci integrala 
generală a ecuației diferențiale (8.17) se obține prin n cuadraturi. 


Demonstrație. Din ecuațiile parametrice (8.18) avem 


y" = p(t), y® = y(t) (8.19) 
sau 
d(y®®) = paz, dày") = y"?dz, (8.20) 
din care, evaluând pe dz şi egalând rezultatele, deducem 
d(y(n—D dlya? 
y) y(n-1) 
Folosind (8.19) în (8.21), avem y("Dd(y"-D) = Y(t)p'(t)dt. Integrând aceas- 
tă ecuaţie diferenţială, obţinem |y("—D]? = 2 J yp(t)y'(t)dt+C, din care, mai 


departe, găsim 


y9 = +2 [ea +C. (8.22) 
Relaţia (8.22) împreună cu prima relaţie din (8.19) arată că ecuaţia dată 
s-a redus la tipul studiat la punctul precedent. m 


Exercitiul 8.4.1 Să se determine soluţiile ecuației diferențiale 


m 12 
Yy Y =y . 
Soluţie. Se observă că ecuaţia dată se mai scrie în forma 
m IZA 
2- = L => lny” = lny + n C => y" = Ciy => d(y') = d(Ciy), 
y y 


din care rezultă ecuaţia diferenţială cu variabile separabile y = Ciy + Co. 

După separarea variabilelor, obținem 
dy 

Ciy + Ca 

şi în acest mod s-a obţinut soluţia generală a ecuaţiei date sub formă explicită 

în care intervin trei constante arbitrare. E 


= da => ln(Ciy + 02) = Cu( + C3) => Ciy + Co = eCite+Ca) 
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Ecuaţii diferenţiale ordinare 
care admit micşorarea ordinului 


: k k+1 
9.1 Ecuația F(x,y) y*+D ... y) =0 
Teorema 9.1.1 Ecuația diferențială ordinară de ordinul n 
F(a, y®, yD... y) = 0, (9.1) 


în care lipsesc funcția necunoscută y şi derivatele sale până la ordinul k — 1, 
prin schimbarea de funcție 


y® =u (9.2) 
se transformă în ecuația diferențială de ordinul n — k 
F(z,u, u,- ul) = 0. (9.3) 
Demonstraţie. Dacă punem y™® = u, obtinem relatiile 
yYETD =u, yE =u"... y = uh, 


pe care dacă le înlocuim în (9.1) obţinem (9.3). Dacă reuşim să integrăm pe 
(9.3), deci să obţinem soluţia generală 


u(x) = (z, Ci, Co, E Cu), 
integrarea ecuaţiei (9.1) se reduce la integrarea ecuaţiei de ordinul k 
y™ z plz, Ci, C3, aata Cu 


care este de tipul uneia studiate anterior. m 
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426 
Exerciţiul 9.1.1 Să se găsească soluția generală a ecuaţiei 
ry® -y® = 25 


şi apoi să se determine acea soluţie care satisface condiţiile: 


Soluţie. Dacă punem y®) = u, se obţine ecuaţia în u 


zu —u=2a5, 


Ion Crăciun 


(9.4) 


care este o ecuaţie diferenţială liniară de ordinul întâi neomogenă cu soluţia 


generală 
u = Cx + r’. 


Revenind la funcţia iniţială, obţinem ecuaţia diferențială de ordinul trei 


y® = Cur +a. 


Integrând succesiv ultima ecuaţie, avem: 


1 


1 1 
YRS Oua FĂ C3; 
[A 1 3 1 5 
keea e a 
y= OT | 1202 l Caz Os + Ca, zel. 


Ultima relaţie este soluţia generală a ecuaţiei din enunţ. 


Impunând condiţiile iniţiale, obţinem un sistem liniar, neomogen de 4 
ecuaţii cu necunoscutele C1, Co, C3, Cu. Rezolvând acest sistem, găsim 


1 13 1 
Ci =-1=0, C2= -, C3 Ca = 


4 [pi 24 


Prin urmare, soluţia. care îndeplineşte condiţiile iniţiale este 
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° TA 
9.2 Ecuația F(y,y', y", ,y™®)=0 
Teorema 9.2.1 Fie ecuația diferențială de ordinul n de forma 
Fly ay) =0. (9.5) 


Prin transformarea y' = p şi luând pe y ca variabilă independentă, ecuaţiei 
date i se paote reduce ordinul cu o unitate. 


Demonstraţie. Transformarea care urmează să o efectuăm se poate scrie 


- = p. Derivând această egalitate în raport cu z obţinem succesiv: 
z 
dy sa (cd ei ea pu E „dp. 
dx?  dxr\dr’/ dr dy de P dy’ 
dy d dy d dp d dpi dy 
da e a late zid) o 
== T (02) | 2 . dp 
dy’ ` dy? 


Derivatele de ordin 4 şi mai mare se calculează în mod asemănător. 

Analizând aceste derivate, constatăm că derivata de ordinul k a funcţiei 
y în raport cu x de k—ori se obţine cu ajutorul funcţiei p şi ale derivatelor 
acesteia în raport cu variabila y până la ordinul k — 1. 

Înlocuirea în (9.5) a tuturor derivatelor astfel calculate conduce la o e- 
cuaţie diferenţială de ordin n — 1 în funcţia necunoscută p = p(y). E 


Exercitiul 9.2.1 Să se integreze ecuația diferențială 
yy" +y +y =O. 
Soluţie. Procedăm conform demonstraţiei de mai sus. Avem y = p, y” = 


dp = . . 
p Pa Inlocuind aceste derivate în ecuaţie, obţinem 
y 


dp 
UP +p +y =0, 
y 
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care este o ecuaţie diferenţială omogenă pentru că se poate scrie în forma 


p2 
dp E ES P 
dy P 
y 
d RERIN dp dz r ; ! 
După efectuarea schimbării p = yz => T; y T; + 2 în ultima ecuaţie 
y y 
diferențială, urmată de separarea variabilelor, aceasta devine 
dy zdz 
y 142z 
Soluția generală a ultimei ecuații diferențiale este 
Ci 
Ben ee 
+2z 
Revenind la p, soluția de mai sus se poate scrie 
2 Cı 
y = 7 
1+2p 
din care deducem j 
2 y2 


care mai departe implică 


dx V2 l y 
Ultimele ecuații obținute sunt cu variabile separabile. Efectuând sepa- 
rarea variabilelor, obținem 


dy A 1 væ -yt 


y dy dx 


VCL — yf g V2 


care integrate dau soluțiile 


Tree noe 
— = — - arcsin 
Vp VC. 
Soluţia generală depinde de două constante arbitrare deoarece ecuaţia 
diferenţială ordinară dată este de ordinul al doilea. E 


E 
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II 


9.3 Ecuația F(x,y, y', y", --,y®™®) = 0, omogenă 
a / 
mn y, y, >, y™ 

Teorema 9.3.1 Fie ecuația diferențială de ordinul n de forma 


F(x,y, y", A „y()) = 0 (9.6) 


omogenă în variabilele y,y',--- ,y™. Prin schimbarea de funcţie La u 
y 


ordinul ecuației se reduce cu o unitate. 


Demonstraţie. Din faptul că ecuaţia diferenţială (9.6) este omogenă în 


variabilele y, y',--- „y( rezultă că ea se poate scrie în forma 
I M (n) 
A = (9.7) 
Yy y y 


Făcând substituţia y = yu, obţinem succesiv: 
y" = (yu) = yuyu = y(u? + u’); 
y" nE (y(u? + w'))' = y' (u? + u') + y(2uu + u") = y(u’ + 3uu’ + u”). 


Derivatele următoare ale funcției y se calculează asemănător. 

Din aceste calcule deducem că raportul dintre derivata de ordinul k a 
funcţiei y şi funcţia y este o expresie în care apar funcţia u şi derivatele până 
la ordinul k— 1, deci dacă înlocuim aceste rapoarte în (9.7) obţinem o ecuaţie 
diferenţială de ordinul n — 1 în funcţia necunoscută u care depinde de aceeaşi 
variabilă, x. E 


Exercitiul 9.3.1 Să se integreze ecuația diferențială 
zyy” = (y — zy’). 


Soluţie. Tipul acestei ecuaţii se încadrează în cel studiat mai sus pentru 
că funcţia z?°yy” — (y — xy')? este un polinom omogen de gradul al doilea 
în variabilele y, y’ şi y”. Dacă facem schimbarea de functie y = uy obţinem 
y” = y(u? + w) şi ecuaţia se transformă în 


02 +u) = (1 — ru? => ru +2ru=1, 
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care este o ecuaţie liniară cu soluţia generală 


1 & 
um a 
Amintindu-ne cine este funcţia u, din ultimul rezultat obținem ecuaţia 
diferențială 
y 1 CC 
y r r 
care este o ecuație cu variabile separate. Integrarea ei conduce la 


C 
lny = In z — 1O => y = q eas, 
z 


unde z aparţine unui interval 7 cuprins în intervalul (0, +00). = 


, dy dy d”y 

9.4 Ecuatia / L Ali e 
u ti (dj, dr’ dg?’ ’ dan 

genă în z, y, dz, dy, dy, e dy 


) = 0, omo- 


Teorema 9.4.1 Fie ecuația diferențială de ordinul n de forma 


dy dy dy 
F arăta = 0 9.8 
(2, Y, dr’ dz? ? ? în) ( ) 
omogenă în variabilele x, y, dr, dy, dy, --- „dy. Prin schimbarea de variabilă 
şi de funcție 
=, Y=u (9.9) 
z 


ordinul ecuației se reduce cu o unitate. 


Demonstrație. Din faptul că ecuația dată este omogenă rezultă că ea se 
poate scrie în forma 


a(ž, y’, xy", ry", KER saag = 0. (9.10) 
£ 


În ipoteza că intervalul J pe care se caută soluţiile ecuaţiei (9.8) este 
inclus în intervalul (0, +00), facem schimbarea de variabilă şi de funcţie 


z = et, Lan tEeJC R, u=u(t). (9.11) 
z 
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Constatăm prin calcul că obţinem succesiv: 


, dy d du du dt du 
a e a a ae 
” d ;du d du dt du du 
atea (a S a a a ae (9:12) 
r2 m du = du 
dt? dt 


Continuând calculele pentru a determina expresia zfy(+D, k > 3, ajun- 
gem la concluzia că aceasta se exprimă în funcție numai de derivatele până la 
ordinul k + 1 ale functiei u. Folosind (9.11) şi expresiile (9.12) ale termenilor 
de forma z*y(**D, s € I,n— 1, constatăm că (9.10) devine o ecuaţie de forma 


( du d?u dai 0, (9.13) 


u, , IRR: 
dt dt? dt” 
, SENS | du 
care este o ecuaţie de forma (9.6) despre care ştim că, cu schimbarea — = p, 


dt 


admite o reducere a ordinului cu o unitate. 
Dacă intervalul 7 C (— 00,0), se fac schimbările 


et, EA tEJC R, u=u(t) 
z 


şi raţionamentul decurge asemănător, în final ajungând tot la o ecuaţie de 
forma (9.13). = 


Exerciţiul 9.4.1 Să se integreze ecuația diferențială 


zy" + zyy — y’ =0 


pe un interval I cuprins în intervalul (0, +00). 


Soluţie. Dacă folosim notaţiile lui Leibniz pentru derivatele unei funcţii reale 
de o variabilă reală constatăm că ecuaţia dată se scrie sub forma echivalentă 


x? y + xy dz dy — y? dz? = 0, 


de unde se observă că ecuaţia este polinom omogen de grad 4 în variabilele 
x, y, di, dy si d2y. Conform teoriei prezentată la acest punct, efectuând 
înlocuirile 


z=ei, y=zu, u= u(t), 


432 Ion Crăciun 


deducem că derivata y şi termenul z y” se exprimă prin 
y=u+u, ry! =u +u". 
Înlocuind în ecuație, obținem 
e” (u +u") + e”ulu +u’) — e”u = 0, 
de unde, după simplificarea cu e2, deducem ecuaţia diferenţială 
u” +u + uu = 0. 


Trecând la funcţia p prin u’ = p deducem că u” = pp! şi ecuaţia diferen- 
tială dată se transformă în 


p(p+1+u)=0. (9.14) 


Considerând că p = 0 obţinem w = 0, deci u = C4 şi de aici rezultă că 
y = Oz este o primă famile de soluţii ale ecuaţiei. 
Anularea celui de al doilea factor din (9.14) conduce la 
dp 


PET a pis 0 pei etala 7 Ai 
u 


du 
Punând în ultimul rezultat p = —, constatăm că acesta devine 


dx 


du = 
— oile — u — Ài, 
da à 
care este o ecuație diferențială de tip Riccati cu soluția particulară u = k, 
unde k este o constantă reală, rădăcină a ecuației algebrice k? + k + A, = 0. 
In cazul 1 — 44A; > 0 ecuaţia Riccati admite două soluţii reale us = kı şi 

u2 = kə. Dacă efectuăm schimbarea de funcţie 


o u-k 


u — ka” 
ecuația Riccati devine 


(kı — ko)u = (4A; — 1)v, 
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care este o ecuaţie cu variabile separabile cu soluţia generală 


4A—l 
£ 
v= Aek k 


4A —1 
Dacă avem în vedere că —— g —(kı — ko) rezultă că putem scrie 
1 — K2 
pe(ki-k2)z = A => Me Re E 2, A UL — kit (ho A 
u — ko uz — ko 


Însă uz = y, astfel că ultima egalitate se scrie 


y= kız i (i —k2)z = Á> 
y — kox 


din care, după operații simple, se ajunge că soluția generală a ecuației dife- 
rențiale iniţiale este 
ki: e(ki—k2)z — Aska 
£T. 


Y= e(ki-k2)z — Av 
: ai u raae a du 3 T; l 
Dacă 1 — 4A, = 0 ecuaţia Riccati devine p —u —u— 7 S$ are soluția 
T 
1 
particulară u = — 7 Cu substituția u = — + — ea se transformă în ecuația 
ž 


liniară 2 — 1 = 0, cu soluţia generală z = z + Cs, de unde găsim 


1 


1 
= a uoa 


. I dal PS 
9.5 Ecuația F(y, xy’, x?y",--- y() = 0 
Teorema 9.5.1 Fie ecuația diferenţială ordinară, de ordinul n, de forma 
Fly, zy’, z?y", EA r”y™) i: (9.15) 


Prin schimbarea de variabilă |x| = e!, t € R în (9.15), ordinul ecuației 
diferențiale se reduce cu o unitate. 
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Demonstraţie. Dacă intervalul 7 pe care este definită funcţia necunoscută 
y este inclus în semiaxa reală pozitivă, efectuăm schimbarea de variabilă 
independentă x = et, t € J C R şi constatăm că variabilele ecuaţiei (9.15) 
se exprimă după cum urmează 


pa dU dy d ady pd 
YO az tda dt dz dt’ 
dy d dy ad; dy ary dy, 
Paa a) lee 
du dy dy 
m — p-3t E, L2 
a eg 5 T E) 
Din relaţiile (9.16), deducem: 
„8 dU 
d£ dt’ 
dy dy dy 
Di ES ai aC 
Ca W ai (917) 
du dy dy 
3 5 L2 
E e e capi 


k 
Se observă că T Tk se exprimă numai cu primele k derivate în raport cu 

z 
t ale funcţiei necunoscute y, acum funcţie de t. Prin urmare, utilizând (9.17), 


ecuaţia (9.15) se transformă întro ecuaţie diferențială de forma 


( dy dy a -o 


EP 9.18 
Ia a» din (9:16) 


d A 
unde nu apare noua variabilă independentă t. Punând Mee p şi luând pe y 


drept variabilă independentă, ecuaţiei (9.18) i se poate reduce ordinul cu o 
unitate. m 


Exercitiul 9.5.1 Să se integreze ecuația diferenţială 
ry"? ia 2x29! ka 2yy' 2 0, 


pe un interval I C (0, +00). 
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Soluţie. Prin înmulţirea cu z, ecuaţia devine 


(y +2(xy')(2°y") + 2y() + 2y(zy') = 0. 


Noua ecuaţie diferenţială fiind de forma studiată mai sus, facem schimbarea 
de variabilă independentă x = et. Pentru ca raţionamentul să fie mai clar, 
vom nota rezultatul compunerii funcţiei y cu funcţia x = e! prin n, adică 
y(zx(0)) = yle) = n(t). Derivatele funcţiei y, calculate în funcţie de derivatele 
funcţiei n, sunt: 


i dy dn dt o dn, 


e mar e ral Ba dt, 
"n df aN — Pn dn 2t d” dn 
pe ap E e ete a) 
De aici deducem 
ry = Si, 
y =F dt’ 
py ČIA 
dt? dt 


A taa Aa ao a ROZE dm dq 
In acest ie SAU mual Par (q) i 1 de = ( d) = 0. i 
Deoarece în ultima ecuație diferențială nu intră variabila independentă t, 


d 
luăm pe d ca funcţie necunoscută şi pe 7 ca variabilă independentă. Avem: 


die aaa Id sl 


d ” aq Pan 


şi ultima formă a ecuaţiei se poate scrie 


Cu schimbarea, de funcţie p? = u, ajungem la ecuaţia Clairaut 
l „ 
a 7 iz, 
u=nņu + J u 


a cărei soluție generală este 


1 
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Luând C = 4C; şi u = p?, constatăm că 
pP = 4Cum+4C2. 


Pe de altă parte, 
di dy dz , 


E IL. 


di oda di! 


x-y = +24 Ciy + 02. 


Soluţia generală a ecuaţiei diferențiale date este 


Prin urmare, 


+2/Cy +0? = Ca Inc + Ca = 4(0uy + 02) = (Ci nz+ 02), 


iar din ultima, expresie se poate obţine forma sa explicită. E 
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